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अनुसन्धान पत्रिका प्रकाशन की “रजत जयन्ती” 


२५ वर्षों की लम्वी अवधि पार करके अनुसन्धान पत्रिका' अपने प्रकाशन 
के २६ वें वर्ष में प्रवेश कर रही है | 


राष्ट्रभाषा हिन्दी में वैज्ञानिक शोधपत्नों को प्रकाशित करने वाली इस 
एकमात्र शोध पत्रिका का जिस प्रकार सर्वत्र स्वागत हुआ है उससे हमें न केवल 
प्रोत्साहन मिला है ata हमें सन्तोष मिलता रहा है कि हम जिस उद्देश्य से इस 
पत्चिका का प्रकाशन कर रहे हैं वह सामयिक एवं लाभप्रद रहा हे | 

इस दीघ अवधि में लेखकों ने जो सहयोग दिया है उसके लिये हम उनके 
आभारी हैं । अभी तक प्राय: Sooo पृष्ठों की शोध सामग्री प्रस्तुत की जा चुकी 
है जिसका संक्षिप्तीकरण विश्व की सर्वोच्च संस्थाओं द्वारा किया जा रहा है । 

यही नहीं, विश्वभर के विभिन्‍न भाषा-भाषी देशों की शोध पत्रिकाओं तथा 


संस्थानों से इस पत्रिका का विनिमय-सम्वन्ध स्थापित हो सका, जिससे विज्ञान 
परिषद्‌ के पास एह वृहद्‌ शोध-पुस्तकालय वन गया है | 

हम लेखकों से भविष्य में अधिकाधिक सहयोग की कामना करत हैं। हमारा 
प्रयास रहेगा कि इस पत्रिका के कलेवर को और आकर्षक FATA और मुद्रण को 
अधिक कलात्मक । 

“हमारे इस संकल्प में विगत दशाब्द से सी०एस० आई० आर०, दिल्ली तथा 
स्टेट कौंसिल आफ साइंस एण्ड टेकनॉलाजी, उत्तर प्रदेश ने जो आथिक सहायता 
प्रदान की है, उसके लिए परिषद्‌ कृतज्ञता प्रकट करती हे | 


हमारा विश्वास है कि यह शोधपत्रिका देश के प्रत्येक विश्वाविद्यालय के 


प्रत्येक शोधछात्र तक पहुँच सकेगी | 


शिव गोपाल मिश्र 
प्रबन्ध सम्पादक 
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Twenty five Years 


The publication of Vijaana Parishad Anusandhan Patrika, a quar- 
terly research Journal of Scientific researches 25 years back in I958 was 
a landmark in the history of our National Language, Hindi. 


The Patrika since then received patronage from various Universities 
and Research Institutes of India and abroad. 


Authors contributed their research papers unhesitatingly. 


Chemical Abstracts Services and Mathematical Reviews very kindly 
included our Patrika for abstracting. All the research libraries gladly 
exchanged their Journals for our Patrika. 


On the completion of 25 years of successful publication of the 
Patrika, we congratulate our authors, subscribers, exchange patrons and 
others for their support and assistance. 


We thank C.S.I.R. New Delhi and State Council of Science and 
Technology, Lucknow for financial assistance for the last decade. 


We assure to serve the cause of scientific research through Hindi. 


S. G. Misra 
Managing Editor 
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फ्रियर श्रेणी की प्रायः नार्लुण्ड संकलनीयता | 
एल० एम० त्रिपाठी तथा के० पी० पाण्डेय 
गणित विभाग, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 


[sta—30 सितम्बर, 982] 


सारांश 


एक फूरियर श्रेणी की प्रायः नालू'ण्ड संकलनीयता पर एक प्रमेय की स्थापना की गई है। यह 
पती के ज्ञात फल के संगत है । 


Abstract 


On almost Norlund summability of a Fourier series. By L. M. Tripathi and K. ९. 
Pandey, Department of Mathematics, Banaras Hindu University, Varanasi. 


A theorem on almost Norlund summability of a Fourier series has been 
established; it corresponds to a well known result of Pati (I96]). 


l. माना कि 2०५ एक अनत श्रेणी है जिसके 2 वें आंशिक योगों का अनुक्रम (Sh है । 
aea ने निम्नलिखित परिभाषा दी हे । : पु 


परिभाषा : बद्ध अनुक्रम {57} को सीमा ऽ तक प्रायः अभिसारी कहा जाता है यदि m के प्रति 


संतत रूप से 
ntm $ j me 
lim 4 2 S= (i) 
॥->ळ T} vm 


माना कि (७,) अ-नृण वास्तविक चरों का एक अनुक्रम है और 


Pa=Po+PitPat ---+Pn, Pump .. 02 
APl 
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> 


हम पहली बार यह परिमाषा देते हैं कि श्रेणी Zan अथवा अनुक्रम (S; S के प्रति प्रायः | 


o (N, pr) संकलनोय है यदि m के प्रति संतत रूप से 


| - 
j > ç L3 
f ) mm P; = Pn-v Pum ( ) 
I š A. | 
Rs S की ओर अग्रसर हो ज्यों ज्यों n— co, जहाँ 
| | I vim (4) | 
| a Sn अ Sk | 
| माना कि (--7,7) में 27- आवर्ती तथा लेवेस्क-समाकलनीय फलन | 
(| > | 
| 3 i 5 है rS 
| f (t)~4a0 + 2 (९७९७ nt-+b, sin nt)=2 Ant) द्वारा दिया जाता है | (I°5) | 
| 
अब हम लिखेंगे : i | 
KOSH +t) 2x) 6) | 
| 
| 
| cos mt —cos(y mt _ LD 
Nnm(t) = का 2, Pr- — 4l) sin? 7/2 I) sin? 72 ( ) | 
4 . 
$ > | 
r==[l[e}Hl]t का समाकल अंश KO 


2. Aea फूरियर श्रेणी को तालु ण्ड संकलनीयता पर निम्नलिखित प्रमेय की स्थापना की है। 


प्रमेय ^: यदि (Npr) एक नियमित नालुण्ड विधि हो जिसे गुणांक {7} की एक वास्तविक, 
3 अनुण ' समस्वनी अवर्धमान श्रेणी अनुक्रम द्वारा परिभाषित किया जाता है जिससे कि Pr> eo ज्यों-ज्यों । 


log n=O(P,), ज्यों-ज्यों n— co, (2) | 


; |o(u) |du=0 | =] ज्यों-ज्यों t>+0 


N — —saVr F 7. 


A) 
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aris संकलनीयता 3४ 
À 
प्रमेयः माना कि A(t) तथा KE) ऐसे दो धनात्मक फलन हैं कि १(7), KO) तथा ay 


समस्वनिक रीति से ! के साथ बढ़ते हैं तथा माना कि (p.) गुणांकों का एक वास्तविक अनृण समस्वनिक 
अवद्धेमान अनुक्रम है जिससे कि 27? co ज्यों-ज्यों 77२०० | यदि 


t = 0 [907] siisii t> 2:3 
|, POU ) ] -ज्यों /770+- GS) 
inim J(u) 7 ज्यों-ज्यों n> i 

< pa Je du=0(), ज्यों-ज्यों n>, (2:4) 


जहाँ 0<8<l, समरूप से # के प्रति, तो श्रेणी (°4) बिन्दु !=ॐ पर /(2) के प्रति प्राय: (N.pr) 
संकलनीय है ama कि 


An) Pn == O[K(P,)], ज्यों-ज्यों n-o. (2:5) 
3. हमारी प्रमेय की उपपत्ति के लिए निम्तलिखित प्रमेयिका अनिवार्य है : 


प्रभेथिका : यदि Namli) (l:6) के अनुसार हो तो 


0७-७१), क्योंकि 0</< उप्र @:D) 
Nism(t) 
O(t), क्योकि ~ <t<m : (3-2) 


—= Us —— 


प्रमेयिका की उपपत्ति: हमें ज्ञात है कि we! 


l 2 cos mt—cos(y mk lt 
Nim) 2 Poo DGFT smi? 


2 


n Š sin( m+) t ge t 
 2mPy o we (@+!) sin? #/2 


=0(n+m), क्‍्योंकि0</< 


l 
n--m 
इसी प्रकार ज्या तथा कोज्या को के घातों में प्रसारित करते पर 


पक्त ] 
Num(t)= OC), sates, <t<r. 
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4. प्रमेय की उपपत्ति : श्रेणी (['4) का nat आंशिक योग 


soso go Sp at 

द्वारा दिया जाता है जिससे कि 
saro eh se , l 
OMT. ( = y d I T Í R V j 


cos mt—cos(v +m +- l)! 


2n(v- ]) k #( ) 2 sin? t/2 


ब (:2) की सहायता से 


cos mi-—cos(v--m--Il)f 


] 
tnm J@)=> P | P(t) 2 p 2(v+ ) sin? t/2 ai 


a | OO 


=| lln+m- > (lI(n+m)S i T N 3 
E iF i es त i Nn,m(Z)dt 

=h ++, माना š À (4 i 
पहले h पर विचार करेंगे । अब 


५० | mC a: | 
=O(nt+m) ee slat, (3) से 
= ‘aie A+ M)Pnsm 

०९५००१ o| तह | 
=O & Em)P;,,, y; 


K(Prs ) | क्योंकि npa < Pr hie 


= O(I), s-s} n> (2:5) से m के प्रति समरूप से (4:2) 
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नार्लुण्ड संकलनीयता 5 
फिर T, पर विचार करने पर, (3:2) की सहायता से 


U(n+m)5 


A ०| | 


* lIntm 


BOI ar | 


= 0(!), ज्यों ज्यों n> œ, (2:4) से के प्रति समरूप से | ! (4:3) 


अन्त में 
cos mt— cos(vm + ])! 


T s n 
l= ) —_vT 
aps kram क) 2 Bazy 2(y +) sin? //2 


=I3.4—I3'2, माना 


अब द्वितीय माध्यमान प्रमेय का उपयोग करने पर 


l 


€ 
१ 2sin2(]/2(n3 m)°) |. gi 


n 
Tg. l/Pr Pn- 
v= 


s l 
r Gms SS 
= 0(]), ज्यों ज्यों n—co, (4:4) 
m के प्रति संतत रूप से | 
इसी प्रकार, 
i लि > cos(vm-+])f 
hicap, ४0) 2, Peo sii, 
l T 
E च्या t)| d 
< 2 sini] /2(n-m)}S |. Is] ae 
--0(]), ज्यों ज्यों n— cc (4:5) 


के प्रति समरूप से | 
| (4:l) से (4 5) तक एकत्र करने पर हमें अमोष्ट फल प्राप्त होता है और इस प्रकार प्रमेय की उपपत्ति 
| पूरी होती है। 
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| त्रिपांठी तथा पाण्डेय | 
कृतज्ञता-ज्ञापन र : न | 
शोधकार्य हेतु जूनियर-रिसर्च फेलोशिप प्रदान करने के लिए एक लेखक (कमला प्रसाद पाण्डेय) | 
. सी०एस०आई०आर० का कृतज्ञ है। 
निर्देश 
J. Aa, जी०जी०, ऐक्टा मेथमेटिका, ।948, 80, ]67-]90 | 
2, पती, do, इण्डियन जर्न० मंथ०, !96], 3, 85-90 
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नियोडीसियम (Ill) के gaa संकुलों का अध्ययन 


वी०के० चिताले तथा के० एस० faa 


रसायन विभाग, सागर विश्वविद्यालय, सागर 


[ प्राप्--सितम्बर 5, ।98] | 


सारांश 


थैलिक अम्ल तथा ऐन््रानिलिक अम्ल॑ के साथ तियोडीमियम (IU) के द्वयंगी संकुलों का 
पोलँरोग्राफीय अध्ययन किया गया है । 


Abstract 


A study of binary complexes of Neodymium. (III) with phthalic acid and 
anthranilic acid on a dropping mercury electrode. By V.K. Chitale and K.S. Pitre, 
Department of Chemistry, University of Saugar, Sagar. 


A polarographic study of binary “complexes of Nd (III) with phthalic acid and 
anthranilic acid (abbreviated as PhA and AA) has been carried out at a pH 2:4 + 
0:02. Single well defined reversible three electron reduction waves were obtained for 
Nd (III) and of its complexes under study. The reduction was found to be diffusion 
controlled. Ionic strength “=!-0 was kept constant by potassium chloride. Both 
the ligands formed | : 2 complex with Nd (II]). ` The stoichiometry of complexes was 
[Nd(IID—(Ph A),]- and [Nd(III)—(AA),]*. The stability constants were calculated 
by the Lingane method and followed the order 


[Nd (II) (Ph A),]-<[Nd(HD(AA).]*. 


थैलिक अम्ल का व्यांपक उपयोग विभिन्न धातुओं के साथ कौलेटीकरण के हेतु हुआ है जिसमें 


"चालकतामापी, स्पेक्ट्रम प्रका>मापी, विभवमापी तथा पोलैरोग्राफी विधियाँ प्रयुक्त हुई ë l ऐन्ध्रानिलिक 


अम्ल की कीलेटन-प्रवृत्ति का भी अध्ययन UU) के साथ किया गया है ०-20 किन्तु प्राप्य साहित्य से 
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| यह सूचित होता है कि थैलिक अम्ल तथा ऐन्श्रानिलिक अम्ल के साथ Nd(ll) के संकरों का अध्ययन 
x अभी तक नहीं हुआ है। प्रस्तुत सूचना में लेखकों ने Nd(IID के थैलेट तथा ऐन्य़ानिलेट संकरों का 
संघटन और स्थायित्व स्थिरांक सूचित किया है जिसके लिए विन्दुपाती पारद इलेक्ट्रोड व्यवहृत 
किया गया है। 


प्रयोगात्मक 


प्रयुक्त किए गए समस्त रसायन अनालार/बी ०डी ०एच कोटि के थे। सोडियम थैलेट तथा ऐन्श्रानिलिक 
अम्ल के संग्रह विलयन (0 lM) दो बार आसुत जल में तैयार किये गये । धातु विलयन (0'0])\/) 
नियोडिमियम आवसाइड की यथेष्ट मात्रा को हाइड्रोवलोरिक अग्ल में विलयित करके ओर अधिक अम्ल 
को वाष्पन द्वारा सुखा कर अन्त में अवशेष को चालकता जल से निष्कषित करके तैयार किया गया । धातु 
विलय को EDTA विलयन के साथ मानकीढृत किया गया”) । पोटैशियम बलोराइड (20M) तथा 
जिलेटिन (0:]%) विलयनों को दुबारा aga जल में तैयार किया गया । 


प्रारम्भिक प्रयोगात्मक सेट की तैयारी घातु आयन, आधारी विद्युत-अपघटूय तथा अधिकतम संदमक 
की समग्र सान्द्रता क्रमशः IMM, ].004 तथा 0:0% पर स्थिर करके प्राप्त की गई । अन्य सेटों में लिगेंड 
की सान्द्रता 0:5mM से 30mM के मध्य परिवर्तित की गई | आयनिक शक्ति को पोटेशियम क्लोराइड की 
आवश्यक मात्रा डाल कर P= l'0 पर स्थिर रखा गया | 


सभी पोलैरोग्राम स्वचालित पेन रिकाडिंग पोलै रोग्राफ सी आई०आई० (बड़ौदा) पर अंकित किये 
गये । पोलैरोग्रामों के अंकन के पुवं परीक्षण बिलयनों में नाइट्रोजन गैस प्रवाहित की गई। केशिका का 
विवरण इस प्रकार है : m=8:4 mg/sec, t=3:0 sec/drop. (/2।२४१।०=-4-963 mg?! sec”) जब 
पारद स्तम्भ की प्रभावी ऊँचाई 35 सेमी थी ओर खुले परिपथ में ।'0 पोटेशियम क्लोराइड में मापन 
क्रिये गए । परीक्षण विलयनों के पी-एच मान को 2440:02 पर बनाये रखने के लिए तनु सोडियम 
हाइड्राक्साइड अथवा हाइड्रोवलोरिक अम्ल डाला गया भौर एलिको-डिटिल पी-एच मापी (माडल £-20) 
प्रयुक्त हुआ | सभी प्रेक्षण 24° Jo पर अंकित किये हुए । 


ee परिणाम तथा विवेचना | 

पोटैशियम क्लोराइड को भाधारी विद्युत अपघट्य तथा जिलेटिन को उच्चतम संदभक के रूप में 
है प्रयुक्त करने पर > Nd (I) सुस्पष्ट उत्क्रमणीय तीन इलेवट्रान अपचयन तरंग (Ey2=—-79V Vs 
SCE) प्रदान करता है । Nda(IID तथा इसके संकरों के ia विपक्ष / के रैखिक अनुरेख सूचित करते 
हैं कि अपचथन को प्रकृत्ति विसरण द्वारा नियन्त्रित है । प्रत्येक पोलैरोग्राम का log *४४-- विपक्ष Eg 


| ate रैखिक था और उसका ढाल 20-ImV था जिससे.इलेक्ट्रोड प्रक्रम की उत्क्रमणीयता सूचित होती 
2 हे जिसमें तीन इलेक्ट्रान अपचयन होता Š । 


द 2022: 
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प्रत्येक दशा में लिगैंड की सान्द्रता बढ़ाने से Nd) का अद्धंतरंग विभव अधिक ऋणात्मक हो 
गया और विसरण धारा घट गई । इससे थैलिक अग्ल तथा ऐन्त्रानिलिक के साथ Nd(UD) का संकर- 
निर्माण सूचित होता है ।--2,॥2 विपक्ष logC, के भनुरेखों से सरल रेखाएँ मिलीं जिससे एकांकी संकर 
निर्माण सूचित होता है। प्राप्त पोलैरोग्राफी आंकड़ों से संकरो का संघटन तथा उनके स्थायित्व स्थिरांकों 
की गणना लिंगेन की विधि से की गई ID) इन संकरों की स्टाइकियोमीटरी [Nd(I) —(Ph .4),] तथा 
Nd) —(44),]* पाई गई । स्थायित्व स्थिरांक नीचे दिये जा रहे हैं । 


Nd(ILI) संकरों के स्थायित्व स्थिरांक 


संकर अनुपात स्थायित्व स्थिरांक 

M:L 
I. [Nd(II) —(Ph 4),]- 08 2 log By=7-72 
D [Nd (A) - (4 4),]* lI: 2 log 8, - 8-32 


———————— 


स्थायित्व स्थिरांकों का क्रम इस प्रकार ë : 
[Nd (IL) —(Ph 4),) < [NAC —C4 A),]* 


थैलिक अम्ल की अपेक्षा ऐन््रानिलिक अम्ल में अधिक लिगैंड-निर्माण क्षमता की विवेचना मेसोमरी 
प्रभाव के कारण की जा सकती है । इसके फलस्वरूप - COOH समूह के pk मान बढ़ जाते हैं और — NH 
समूह की प्रोटान-युयुत्सा घट जाती है जिससे धातु लिगेड-निर्माण स्थिरांक बढ़ जाता है जैसा कि परवेवर्ती 
कार्यकर्ताओं ने भी सूचित किया हे । [१7०7०] 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखकट्टय में से एक (चिताले) विश्वविद्यालय अनुदान आयोग को आथिक सहायता हेतु तथा 
दोनों लेखक सागर विश्वविद्यालय के रसायनाध्यक्ष डा०ए०वी० महाजनी के प्रति प्रयोगशाला सुविधाएँ 
प्रदान करने हेतु आभार व्यक्त करते Š | 


निदेश 
l. टाप, एन०ई० तथा डैवीजु, सी० डब्लू ०, J. Chem. Soc, 940, 87. 
2. बाबटेल्स्को, एम० तथा बार-गड्डा, आई०, Bull. Soc. Chim, France, 953, 687. 


3. जोसेफ, एन०आर०, J. Biol Chem., l946, 64, 529. 
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घोष, आर० तथा नायर, वी०के०एस०, J. Inorganic nuclear Chem., 970, 32, 3033, | 
पल्सीकर, एन०जी०, जहाँगीरदार, डी ०वी० तथा खानोलकर, डी०डी०, J. Indian Chem, Soc, | 
975, 52, ]34. | 


जैन, डी०एस०, अरविन्द कुमार तथा गौड़, जे०एन०, J. Polarograp, Soc., 968, 4, |, 


सिह, एम० तथा सिह, Yo, J. Indian Chem. Soc., 979, 56, ।249. 

d 8. पीकाक, जे०एम० तथा जेम्स, जे०सी०, J. Chem. Soc., 95, 50, 307, 2233. | 
9. सरीन, alto तथा मुशी, के०एन०, J. Indian Chem. Soc., 973, 50, 307. 

]0. fad, के०एस०, J. Indian Chem. Soc., l980, 57, I020. 

]l. वेत्चर, एफ०जे०, ‘Analytical uses of EDTA. वाननास्ट्रॉड के०, ।957, पृष्ठ 74-I8] 


2. पित्रे, के०एस० तथा चिताले, वी०के०, Proc, Annu. Convention Chem. (India), 
979, Anal.-5. 


3. एस्टी, सी०आर० तथा ग्लावलर, जी०, J. Amer, Chem. Soc., 949, 70, 344 
।4. लिगेन, जे०जे०, Chem. Rev., 94I, 2D), il. | 


चिताले, वी०के० तथा पित्रे j के०एस० al Institution Chemists (India), 989, 54, 
33. 


nn nnn 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


C, Vijnana Parishad Anusandhan Patrika Vol. 26, No. l, l 983 


फूरियर प्रकार के ससाकल संकारक के लिए कतिपय आबेल-प्रसेय 


माधवी दिघे तथा वी ०एम० सिसे 


गणित विभाग, गोबिन्दराम सेक्सरिया इंस्टीट्यूट आफ साइंस एण्ड टेवनालॉजी, इन्दौर (Hee) 
[ प्राप्त--फरवरी l4, ]978 ] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में फूरियर प्रकार के समाकल संकारक के लिए, जिसकी अष्टि 


ov Fl प +3 s Dal Ñ| S -7) 


| xotutl F. 
4, xtut iF, ( > 4 


है, कतिपय आबेल-प्रमेय दिए गए हैं। 
Abstract 


Some Abelian theorems for a Fourier type integral operator. By Madhavi 
Dighe and V.M. Bhise, Department of Mathematics, G.S. Institute of Science and 


Technology, Indore (M P.) 


Recently Okikiolu has defined a Fourier type integral operator on suitable 
spaces of measurable functions on R, as 


T f(x)=x? j: t” k(xt) f(t) dt 


where k(t) is a suitable kernel. In this paper we have given some Abelian theorems 
for the Fourier type integral operator with kernel as 


— I CN 


ऋण्कश्का न lis ( 2 4 


Spesial cases of these theorems lead to known results by Heywood, 


CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 
2 दिघे तथा मिसे 
l. WARTI 


हाल ही में संकलन प्रकार तथा क्षार्वीकृत परिवर्तो के आबेल-प्रमेथ प्राप्त किए गए हैं 4-3] इस 
प्रपत्र का मुख्य उद्देश्य फूरियर प्रकार के समाकल संकारक के लिए दो आवेल-प्रमेयों की स्थापना करना 
है ॥ ये प्रमेय हावर प्रमेयों के विलोम ë Ú) इस कार्य से हेवुड द्वारा दिये गये" प्रमेयों का सार्वीकरण 


होता है 
2. फूरियर-प्रकार का समाकल संकारक निम्न के द्वारा परिभाषित होता है । 
ळ F X“ 
HQ =A | h(t) (x). | F, ( >) a @.]) 
0 


l/2 


जहा QP (ory FD) PO +) 


(2.2) 


तथा ०, » वास्तविक प्राचल हैं। ,F, ( = +) फलन 


2 


l 


ण्यएय, ००43. j. Z 
F, ( 2 > त्र sY +]: 4 ) 


के लिए आया है । इस प्रपत्र में प्रत्ययों सहित या उनके विना 4 तथा K धन अचरों के लिए आये É! 
लघु 2 के लिए 


कणिक नय iF, ( -z PH] (2.3) 
दीघं 2 के लिए 
ZY F, z? 4. gorll2, : 
30% (यशी zou L A, (2.4) 


जैसा कि ल्यूक!? से प्राप्त होता है । 


यह मानते हुए क्रि X धन है तथा /7४+”+7 ॥(7)7.(0, l ) 


ही r x22 य 
| | A(t) (cnet nL IF, =) | ब/€्‌+०्फ शव |, | A(t) | totor, चा | 
KxI (2. 5) 


अतः 


I (a, b) | x dx | HCC) yp [ — x ) dt (2.6) 
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b 
<K | ककरण dx. (2.7) 


a 


इसलिए जव 0<a<b< ००, तो h(a, b) y, ० तथा v के समस्त मानों के लिए परम अभिसारी है किन्तु 
साथ ही 0=a<b< २ के लिए भी जब »<०+»+2 परम अभिसारी है । 


यह मानकर कि (972 ॥(7)€ L(I, ००) तथा A(t) e LU, co) 


2/2 


| | ANXN Fy ( AP) | draoa g f (22 | h(t) | dt 


TA f "hdr |r LK, (2.8) 
I 
अतः 
b œ x ° 
7d p=Í x” di | MOEN F, | न्न dt (2.9) 
a । \ 
b 
< | >7२(#, xP 24.Ky) dx (2.0) 
a 


इसलिए /2(4, b) y तथा ० के समस्त मानों के लिए जब, 0<a<b<co परम अभिसारी है और यह 
0<4<0= ०, के लिए भी परम अभिसारी जब />०- तथा y>l. 


3. इस अनुभाग में हम निम्नलिखित आबेल प्रमेय सिद्ध करेंगे । 


प्रमेय L. माना कि £7474 A(t) e L(O, ]), t@-2 h(t) € L(I, æ), A(t) € L (i, ००), तथा 
O<y<o+v+l, y>o+h, ॥>- भौर W(x) (2.) द्वारा परिभाषित होता है । यदि 


A 
5 |, tY-lht)dt~l ज्यों-ज्यों 5>0 +, (3.l) 
तो इसका अर्थ यह हुआ कि 


x 
yea | x” H(x) deh (3.2) 
,ज्यों-ज्यों X— co, 


e वा 3272+ ०-7/2[7 ( xy, -+-o--y+ ] ) 
Ti म्य 5...” 
r 2/-०+ एना 
E) 


(3.3) 
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उपपत्तिः (2.6) एवं (2.9) का उपयोग करने पर (3.2) की 

AXEL (l, X)+T, (l, च्य 

के रूप में लिखा जा सकता है जहाँ 4 को (2.2) के द्वारा प्राप्त किया जाता š (2.20) से हमें प्राप्त 
है कि 


K “a = 


X` h (l, X)<K, . उ + Ke E X तण (l—=y) 


जो 0 की ओर अग्रसर होता है ज्यों-ज्यों X> co क्योंकि y>0, y>o+h. 


अतः रद श्‌ (0, X)—lÀ 


I क्योंकि J, (0, !) का अस्तित्व है क्योंकि y <o t+. 
चू कि T, (0, X) में fgn समाकल पूर्णतया अभिसारी है क्योंकि y Saty +l, अतः समाकलन 
के क्रम को बदलने ओर आन्तरिक समाकल में ४/--/४ रखने पर हमें 
Xt 2 
AX- J, (0, X)=AX- ट्‌ Pha rior p| — \ Ain 
r (0, X= AX | Nt) Fel य) 
() 0 


ग 
= X I, tT h(t) J,(Xt)dt 


प्राप्त होता है जहाँ 


pie ° u2 
J,(t)=A j EIA त ( = +) du 


अतः (3-2) सत्य उतरता है यदि 


| x |. th (t) J (Xt) dr— siisii X-> co. (3.4) 

| | 

| | माना . ॥0057॥0) lr (3.5) | 
| : | 
| at h,(s)= | 777 h(t) dt | 
Í =0(57) ज्यों-ज्यों 5>0--, ` (3.6) | 


[ (3.5) तथा (3-]) के उपयोग से ] 
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अतः किसी ज्ञात धन = के लिए, 6 को इतना लघु चुना जा सकता हे कि 


| s h, (s) |<e (3.7) 


क्योंकि 0<४<6. 
खंडशः समाकलन करने पर 
nf 
x | ty h(t) Jy (XI) a= | ha(t) J (Xt) dt (3.8) 
0 0 


समाकलित पद उच्चतर सीमा पर विलुप्त हो जाता है क्योंकि h,(l)=0 तथा निम्नतर सीमा पर भी 
क्योंकि लघु । तथा धन % के लिए 


x 
h, (t) J, (¥t)=0 af” uh tN dy) =Q (णक) 
तथा चूँकि y<oty +l. 
पुनश्च, ज्यों-ज्यों *->%, (3.7) को व्यवहृत करने पर 
l ; l / 22 
| |, h, (t) J, (Xt) dt | <A | lO [0४ 4 ) (XN+ dt 


Š EN ie X%2 dt 
tae |, CORE a 


<4 |. | hy (z) | (Xt)? [Ay Xt) Ao] dt 


o 2 
+Ae Í uot |F, ( = ) du 
0 = 4 
<A, 7४१०-१० K (8-4, XY K, (Ke (3.9) 
अन्तिम समाकल का अस्तित्व है क्योंकि 0</<०्य एग, १२००-५० 


इस तरह (3.9) में बायें पक्ष का समाकल 0 की ओर अग्रसर होता Š | अत: (3.8) के वाम पक्ष 
का व्यंजक 0 की ओर अग्रसर होता है ज्यों-ज्यों ४->०. 


(3.5) की सहायता से हमें 
lim X! |, tv h(t) J, (Xt) dt= lim 27 i{ iJ, (Xt) dt 
0 XP 


l 
x— ) 
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x 
= Jim! |, uJ, (u) du 


X—> 


=|, ५0) | 


=A. 


| 
| 
yi प्राप्त होता हैं जहाँ | 


J, (y)=7J, (ly) ; : | 
तथा 2 
४१2 2-y+o-l2 p ( el Oat vate | ) 


2 2 
RAO 


š r — 
a Y a (= 2 


समाकल का मात समाकलन के क्रम को बदल कर तथा ल्यूक्र के एक ज्ञात समाकल को प्रयुक्त करते हुए 
निकाला गथा है। 


इस प्रकार (3.4) की स्थापना हो जाती है भौर उसी से (3.2) निकलता है । 


s (D प्रमेय l में ०-5३, v=}, से हमें gael’! का प्रमेय 5 प्राप्त होता है । 


i) प्रमेय ॥ में ०= ¬}, १ ऊर, h(t)=zg(t) रखने पर हमें हेवुड!^ का प्रमेय 6 प्राप्त होता है। 


. 


ना कि £274 ॥() e L (0, ), ०-२४ H(t) e L (, 00), A(t) e L (I, ©) 


a OE a sawa www 
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तपय भाबल प्रमथ i) 
जिसका अर्थ है , 
ग 
s | x H(x) dx~là, ज्यों-ज्यों 5->0-+-, ९ 
3 
nll? 2704-82 T! (=e 
जहाँ = 2 


७-४ - p (¬) 
उपपत्ति : (4.2) को निम्न प्रकार लिख सकते हैं 
SALI (s, DFTs, Doi. 
जहाँ 7, Is क्रमशः (2.6) एवं (2.9) में दिये हुए हैं । 
(2.7) से हमें ज्ञात है कि 


[ss YEs] 
STC) a apar 


जो 5 के साथ 0 को अग्रसर होता है क्योंकि y<ot+y+3 
अत: ज्यों-ज्यों s>0+ 
547, (s, ) >A; (4.3) 
चूंकि />०--2, y>2, I, (l, ©) का अस्तित्व हे और हमें ज्ञात है कि 
SA], (5, ७) >/A, 


la(s, ००) में समाकलन के क्रम को उलटने से, क्योंकि यह y>2, yoo+s के लिए पूर्णतः अभिसारी है 
और भान्तरिक समाकल में xt=u रखने पर हमें 


SAT, (s, o)= 5A Í tT h(t) dt Í न पट ( 7) du 
=s Í tY- h(t) Js (st) dt 


प्राप्त होता है जहाँ 
(=A í uA | F, ( = +) du (4.4) 
A I 


i & P 3 
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अतः (4.2) सही उतरेगा यदि 


° ५ | P = h(t) Ja (st) >) ज्यों-ज्यों s>0+ (4.5) 
माना h) =h(t)— IY | (4.6) | 
तो h(x)= i ty hy (t) dt=0(x) ज्यों-ज्यों x— ॐ (4.7) I 


[ (4.6) तथा (4.]) की सहायता से ] | 
नि अतः यदि कोई धन e दिया हुआ हो तो 7 को इस प्रकार चुना जा सकता है कि | 


| x7 hy (४) |<e जब भी x2>T. (4.8) 


+ 


खण्डश: समाकलन करने से 


] s Í ER hg (t) Ja (st) dt== —s? | j h, (t) Jy (st) dt (4.9) 
L ह. 2 n 
T 


` निम्ततर सीमा पर समाकलित पद लुप्त हो जाता है क्योंकि A(l)=0 और ऊपरी सीमा पर भी क्योंकि 
` दीर्घं! तथा स्थिर घन s के लिए 


hy (t) 7५ (st)=0 (t | ur’ (Ay ४००११ 4७) du 


=0 (4, HE 4470) क्योंकि y>2, />०+ 8 


4) तथा (4.8) से हमें पता चलता है कि ज्यों-ज्यों ५20+ 


T Š 22 
<= | |॥ (0 | ७07१०१, NCES 


á | = 2/2 
+s? e t (SIH F, ( र्ड) dt 


a LL ee a ccc 
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अन्तिम समाकल का अस्तित्व है क्योंकि 2<y<otv+3, y>o+t8. 
अतः (4.0) का वाम पक्ष 0 की ओर अग्रसर होता है ज्यों-ज्यों ५-२0 + 


इसलिए इसका अर्थ यह हुआ कि (4.9) के वाम पक्ष का व्यंजक s के साथ 0 को अग्रसर होता है, 
जो (4.6) की सहायता से ` 


lim s f tL h(t) J; (st) dt= lim s | : I J, (st) dt 
|| sor JL 


50+ 


=) | Te (u) du 
0 
=I, 
प्रदान करता है जहाँ 


| Js (u) du 
0 


mil? É 2-79+0०+3/2 T ( Tay. + ae y+ र) 


Doe (=p ) 


जहाँ समाकल का परिगणन समाकलन के क्रम को बदलने तथा ल्युक के ज्ञात समाकल? को प्रयोग करने 
से किया जाता है | 


इस प्रकार (4.5) की स्थापना हो जाती है और उससे (4.2) निकल आता है । 


विशिष्ट दशायं 


(i) प्रमेय 2 में ot, =$ होने से हमें हेवुड का प्रमेय 4 विशेष दशा के रूप में प्राप्त 
होता है । 


(ii) प्रमेय 2 में o=}, v=—} रखने पर हमें हेवुड का वैसा ही प्रमेय प्राप्त होता है किन्तु 
इसको afte (l—cos xt) के स्थान पर sin xf रहती है । 
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फ्रियर श्रेणी के एक वर्ग की संकलनीयता 


एस० पी० सचान 


शासकीय महाविद्यालय, शहडोल (म०प्र०) 
[प्राप्--जून 8, ।982] 
सारांश 


प्रस्तुत टिप्पणी में फूरियर श्रेणी के अभिसरण के लिए हार्डी तथा लिटलवुड प्रकार के प्रतिबन्ध 
के अनुरूप प्रतिबन्ध के अन्तर्गत फूरियर श्रेणी के एक वर्ग की टेलर संकलनीयता के हेतु एक प्रमेय की 
स्थापना की गई है। 


Abstract 


Taylor summability of a class of Fourier series. By M.P. Sachan, Government 
College, Shahdol (M.P.) 


The author has established in this note, a theorem on Taylor summability of a 
class of Fourier series under a condition analogous to a Hardy and Littlewood type 
condition for the convergence of Fourier series. 


l. परिभाषा :--एक अनन्त श्रेणी ZU, दी हुई है जिसके आंशिक योगफलों का अनुक्रम {Sn} है, यदि 
T, = (८७७७ (0<r<!) (CR) 
k=0 
एक सान्त सीमा “5” को प्रवृत्त होता है ज्यों ज्यों ४-०० तो श्रोणी 2 U, को टेलर माध्यों से 5 में 
संकलनीय कहा जाता है जहाँ मैट्रिवस (4%/) को 


(किस, = (2०४० क्योंकि 8 <! 02) 
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द्वारा परिभाषित किया जाता हे और n को कोई भी अनृण पूर्णाक मान दिया जाता है ! माना कि fix) 
एक फलन है जो लेबेस्कर प्रयोजन में (-०,०) के ऊपर समाकलनीय है और आवतं 27 के साथ आवर्ती है। 
माना कि) से सम्बद्ध फूरियर श्रेणी इस प्रकार है : 


हि कपड (an cos nx-Fb, sin nx) =2 Z) (2:3) 
2 हा.” n=0 


हम निम्नांकित संकेतनों का उपयोग करेंगे 
p= +t) +f —t)—2S 
न [एक धनात्मक अचर, जो अनिवाय॑त: प्रत्येक बार आने पर वही हो ऐसा नहीं है ] 
2. प्रस्तावना--यह भलीभांति ज्ञात हे कि टेलर संकलनीयत्ा 0<7/< के लिए नियमित š (UJ हाल 


ही में, हालेंड, साहनी तथा जिम्बलैरियों ने फूरियर श्रेणी की टेलर संकलनीयता के लिए प्रचुर मानदंड 
दिए हैं और यह सिद्ध किया है कि 


प्रमेय(HST) 


O यदि |. imenu) 000 
तथा 


u 


(ii) Lim 7 Pe Colla छ { nrt? 


CNS) x yeh ९0 


'जहाँ 7 धन अचर है । तो /(2) की फूरियर श्रेणी 5 के प्रति  विन्द पर टेलर संकलनीय है । 


स्पष्ट है कि उपयुक्त प्रमेय के प्रतिबन्ध फूरियर श्रेणी के अभिसरण के लिए चिरस्मरणीय लेबेस्क 


परीक्षा के ही अनुरूप हैं। अतः हार्डी तथा लिटलवुड प्रकार के प्रति 
प्रातबन्ध के अर ii T 
की जाती है । इस दृष्टि से हम सिद्ध करेंगे कि तर्गत ऐसे ही फल की आश 


3 


प्रमेय : : t ; $ 
x यादे 900) KOO t) miis t>o, 
तो बिन्दु x पर फूरियर श्रेणी ( 


= 


3. 


) S तक टेलर संकलनीय है | 


प्रमेय को सिद्ध करने के लिए हमें निग्नलिखित प्रमेयिकाओं की आवश्यकता होगी : i 


- प्रमेयिका g  O<<r तथा A>0 


(=n 
K... (exp(— Ant) 


| 

| 

| 

} 
SFT CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar FE 
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उपपत्ति : 


0<४<7/2 के लिए उपपत्ति फोर्बीज ने दी है | हम स्वतन्त्र रूप से इसे 0<४<7 के लिए 


सिद्ध करेंगे । = 
हमें ज्ञात है कि 
OSE A (l=r)" 
(l-Fr?=2r cos ty"? ~ {((—r)?-+-4r sin2(t/2)}" 
= ] 
Í ] fd sin?(¢/2) is 
(d-r) 
of 4४४2 \"] 2 
<| fT “pes | 


a fs 0<</<< तथा sin z/222//m क्योंकि 0<t<= 


[ leama A 


—ı/2 
Can... | 
= 0 [(८१4४४१)-7/श] 


3 4//£ 
= = 2). गे DA या 
Ofexp(—Ant®)}, क्योंकि 2 तान तः i, 


प्रमेथिका 2. यदि Afera (ask को (I°2) द्वारा परिमाषित किया जाय तो 


(l --7)7+7 sin fnt tl)tan™ (ne 


r cos t 
(\+r?.—2r cos ty)? 


2 (ak sin kt= 
keo 


उपपत्ति : (l'2) का उपयोग करने पर 


Í 58 à í o ik ] 
2 (am ASAKA In 4 2 (Anger if 
k=0 _ L k=0 i 
(l= r)rtteint 
=I, | (छा | = 
( ee (8 (79 r Ç < 
=In Rn] 


| जहाँ I —reit= Re-i¥ 
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24 | 

lÜ (l 0 

| F | = Rm 
rsint 

| (J—r)"*? sin एल J)tan-! — स्कल )} 

| f | > Fr r cos y ont त 

| 


sin{nt+-(n+ LV} 


* 4. हम निम्नलिखित अनुमान (estimate) का भी प्रयोग करेंगे जिसे सरलता से सम्पुष्ट किया जा 
सकता है 


sin { (nt(n+l)tan in \ 


t at 
"रम, क्योंकि 0! <n a 


5. प्रमेय की उपपत्ति 


फूरियर श्रेणी (:3) का n वाँ आंशिक योगफल इस प्रकार दिया जाता है 


Sn—S=] र्ग en sin nt dt FOI) (5:]) 


(5'l), परिभाषायें (l) तथा (4-2) एवं प्रमेयिका 2 को उपयोग करने पर S, के टेलर 
परिवर्त 7” को 


r L o à) 
डच =) I (ari) sin (kt) f dO) 


Irn si 2 r sin t 
=i] ३0) WD): sinfnt + नत) l (+ = jar a 
T aeo गए 77000 


F í ' = > | [ae i [+ | a nl 


a, 0 i-rin t 


Sin;nt _ /rsint Er: 
iS Fer) 
(l--r?=2r cos Dm 77 +0(!) 


TT 
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=o (रन) | waya 


० (रो (54) 


=0(]), ज्यो-ज्यों 7->००. = (S; 3) 


प्रमेयिका l, खण्डशः समाकलन तथा (2°]) का उपयोग करने पर 


(Lr) nw 


|,= PON ofexp(—A(n+ थव 


i-rln 


=0 [०७ [-ae “क्र |, 7६ 


trin 


=O(l) | 00) + > Ot | 
i-rin t log(It) J 
=0(L)+-O(log a) 
--0(]), ज्यों-ज्यों n>, क्योंकि 0O<a<!/2, (5:4) 
अन्त में, प्रमेयिका l, द्वितीय माध्यमान प्रमेय तथा समाकल isla के सातत्प्र अंश से 


ग 


(७-० O! olespt—AG+ ma, 


(0-70) 
=o |] ow (-4७+॥ (e) ku, oa 


=0 [नन 
=O(l), ज्यों-ज्यों n— o, क्योंकि a< l/2. (5:5) 
(5:2), (5:3), (5:4) तथा (5:5), को संयुक्त करने पर 
T,—S=0(l), ज्यों-ज्यों n— co. 
इस प्रकार प्रमेय की उपपत्ति पुरी हुई । 
कृतज्ञता-ज्ञापच 


इस प्रपत्र की तैयारी में डा०पी०डी० कैथल, प्रोफेसर, गणित विभाग, शासक्रीप्र महाविद्या्ञप्र, 


शहडोल ने जो मार्गदर्शन किया उसके लिए लेखक आभार व्यक्त करता ë | 


AP4 
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जी०बी० महाजन 
गणित विभाग, शासकीय विज्ञात महाविद्यालय, Gat (Roso ) 
तथा 
एस०डब्लू० भालेराव 


गणित विभाग, शासकीय स्नातकोत्तर महाविद्यालय, सतना (Hoste ) 
[प्राप्त--जनवरी l, ।979] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में सालसुत्स प्रमेय का सार्वीकरण प्राप्त किया गया है । 


Abstract 


On generalization of Saalschutz’s theorem. By 0. 8. Mahajan, Department of 
Mathematics, Government Science College, Rewa and S.W. Bhalerao, Department of 


Mathematics, Government P.G. College, Satna. 


s have obtained a generalization in several 
As an application of this result, a 
us] has been rederived. The method 


In the present paper, the author 
variables of Saalschutz’s theorem (I:4) below. 
known transformation formula due to Toscano 
of our proof is direct and simple. 


l. हम निम्नांकित पर विचार करेंगे 


| F (D (ry 
| OF (a: ( ba, \; 68 ( bp y 
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B Ns B, (r) + 
TI (al, HT ( ; >) व्य ( b; ) LR, 
š 
r k 0८ a) D, (7) ue k;l ST 
bs ॥ (Cp), TT ( d; ) KC ( d; ) ky 
i 

जहाँ हमने संक्षिप्त करने के लिए Kaki t+... k, (I:9) 
तथा Men) ). « . (atn—=I), (दच (3 


रख दिया है | नीचे लिखा r सुविधा को दृष्टि से चरों की संख्या बताने के लिए है। साथ ही (rı) š 
A+B<C+D; किन्तु यदि AHB =C Di] हो तो |४|, =], „ - .„ r को इस प्रकार सीमित 
करना होगा जिससे निहित श्रेणी परम अभिसारी हो । रिक्त गुणनफल को इकाई मान लिया गया है। 


(:) की श्रेणी श्रीवास्तव तथा डाउस्ट/” द्वारा दी गई बहुगुणित हाइपरज्यामितीय श्रेणी की 


विशिष्ट दशा ë । 
५ सूत्र : 
[ab ). (c—a)n(c—b) y 
जहाँ 7 अनृण पूर्णाङ्क है तथा ` 
> £ a _, os. Ae 


` साल सुत्स प्रमेय (935) है | 


š P हाल के वर्षों कालिट्ज,% जैत,०ग fga, O siaaa तथा अन्यों ने सार्वीकृत 
| इपरज्यामितीय फलनों ?/१ तथा कैग्पे द फेरी के द्विगुण हाइपरज्यामितीय फलनों के विभिन्न प्रश्नों का 
मुल्यांकन क्रिया है । प्रस्तुत प्रपत्र में सालसुत्स प्रमेय (°4) के सार्वीकरण प्राप्त करने का प्रयास किया 

हे । निस्सन्देह हम प्रदर्शित करेंगे कि 


oR) 
FO (a,b:—in,; .. |; =m; 


SN 


. 5 z 
FRCS So 5 


(¢)ay(c—a—b)qy 


2... an 
[ । जब a,b,c m पर आश्रित हो तो ई 
: इसे छोड़ा जा सकता है (देखें वेली” तया. 


--(7-4)॥/(0-0)# Š (I 6) 


L 


ee te ERP 
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2. निम्नलिखित पर विचार करें 


DSF? f a,b:—my,; . . णा 


| ० 9.) || 
Wats Hoo 5 
S अड. bi (+... tkr(b)ki+ - - +r i (=mi);; 


kao Kpag Ckit ककव the 00 AG 


a mint ming z) ORG 
kro ka / (०)(4)// 


Gi f (—mi),; ) (=r )ir- that o o ८-७) 
i=l L ki J (k,-(ky+ 9५० +k, 2) ! 


a MT a),(—U): 

चूँकि (—r),= लज्जा 5! तथा O= PED, (2:l) 
0<s<r, 

भत: हमें 


ax (a)k,(b)k,(—m)k, _ 
Keyan (0७! 


FO [—k,,—m, . . .,—m,-,;l+-m,—k,;l I} 


प्राप्त होता है जहाँ 7५? से r चरों वाले लारीसेला के हाइपरज्यामितीय फलन का चतुर्थ प्रकार सूचित 
होता है । अब आन्तरिक योगफल का मान विख्यात सत्र 


; Fo [a,B3, anew Bs; À; l, . पक a न = : (22) 


Re(A—a--B,—Bs— .. -—B,)>0 
से ज्ञात करने पर हमें 


M 
MQM 
E Pine (c)k,(d)k,k, ! 


प्राप्त होता है जिससे (°4) के परिप्रेक्ष्य में तुरन्त ही (°6) प्राप्त होता है । 
3. QAN ने निम्नलिखित परिवत सूत्र को सिद्ध किया है 


(l—t)A~™ r x;f ) bi 
ss 
m (+E ) 4 
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x प्म] 
x Fp? [ms eo BM | e e 


— (Q +m) f" _ For[—m—n By, ++ ७ BoXo * * .,X;] (3:)) 
का n! 
इस अनुभाग में (]:6) का प्रयोग करते हुए हम (3:) की एक वैकल्पिक उपपत्ति देगे। हमारा प्रिचार 


है कि यह उपपत्ति सीधी तथा सरल है । (3:) के वामपक्ष को L से सूचित करने पर 
(- mk (D) 


j= (ili -my — 
Í ) ky... +k,<m Ak 


Grane x a y eLa 
xi | Ci ( म ) | 
ga i; = J 
: PN 6 
न पक > H | Go ee xiki+si | 
yy... +k,<m (A Sin. ०० ss क i 


> (—f)s(l—ry meat) 


यह आसानी से देखा जा सकता है कि 


(=f On yn (3-2) 
n=o n! 


यहाँ पर Kak, +... +k, तथा Sat... +s, संकलन के क्रम को विनिमयित करने पर जो 
इस प्रक्रम में सन्निहित परम अभिसारी श्रेणी के कारण वैध है, हमें 


L= Ê > 300०१9) (—m)k 
BO Grice yg 50०0 ५ 6.30) n!(à)k 


x(— l (Cokes: kets) 
7* Spe 


in | ; Xi- lin+s 
2 555l 2९७ ७००१७७ 
१ ७७००० RT Vey k,—0 ७-7)! 


=m) s—k 7 Ss: xsi 
(को (=!) a MOTE 
tere (४6 (s;-=k;) J 
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प्राप्त होता है । अब सम्बन्ध (2°4) का उपयोग करने पर 


ae Qt), Ase (=n). 7 f (BDsi(xi)si | 
n=0 N! 8, . . a <n AFM) in Lo J 

x Fir) f A+m+tn,—m: S + « +3 57; 7 

| Bs soll] 

L A pasha J 


अन्त प्रें (:6) का सरप्रयोग करने पर हमें सूत्र (3:]) तुरन्त प्राप्त हो जाता है । 
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दो att बाले प्र-फलन के लिए प्रसार सूत्र 


ato सी० नायर 
रीजनल इंजीनिर्यारंग कालेज, कालीकट 
तथा 
टी० मोहम्मद 


सर सय्यद कालेज, टालिपरम्बा, केरल 
[प्राप्त--ज़ूत 6, ।979 | 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य दो चरों वाले ४-फलन के लिए OHH) रूप में एक प्रसार सूत्र 
का परिचय देना है । 


Abstract - - 


An expansion formula for the H-function of two variables. By V.C. Nair, 
Regional Engineering College, Calicut and T. Mohamed, Sir Syed College; Tali- 
paramba, Kerala State. 


The object of this paper is to introduce an expansion formula for the H-function 

` of two variables in the form X(H-=i H). Results involving various special functions 

are deduced. A result recently proved by Agrawal and Singhal l, p. 38] is one of 
them. 


I. प्रयुक्त परिभाषाएं तथा परिणाम 


(ap, 4») से प्रचालों (ay, Ay), (as 45), . - «(ap Ap) के P युग्मों के समुच्चय का बोध 
, होता हे, तथा 


(ap; ap, Ap) Š प्राचलों (ay; ay, Ay), (as; ax, 45), - ; ., (७; op, Ap) HP fami के 
tau का बोघ होता है । - 
5 
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दो चरों वाले /-फलन को मेलिन-बार्नीज प्रकार के समाकल के पदों में निम्न प्रकार से A 
किया गया gil 
f (m, a) (व; apy Ap,) = 
| . 


] 
Pis १) (bz B By) | 
H( Mg, n (cp , Cp,) | 
na | (pea) | Gepa | | 
| 
| (e a) (epy Eps). y | 
U\Ps 43 Say 93: | 
=(4) | [ m(s, t) xš y! ds dt, (ty | 
2ri) Jr, Le | 
n, m ñ 
H r(l—aj+ajs+4Aj /) m (bj— B; s—B; t) 
j=l J= 
जहाँ m(s, t)= P T i 
II I(aj—a; s—A; t) 77 T(-bj+Bj s+8B; t) 
ntl mH 


Ng Ms Ng m 
Ti T —cj+C; s) I T(d;— D; s) HÍ I(l —e +E; t) H T(f;,—F; t) 
j=l j=l j=l jel 


x (2) 


Pa q2 P3 43 > 
M T(e—C;s) H P(i—dj+-Djs) H 7(४४- Et) I TO —fi+F; t ) 
ng+l mgtl ng+l mag+l 


x तथा Y शून्य के तुल्य नहीं है ओर रिक्त गुणनफल को इकाई माना गया है। यह नहीं mi, Ni, Pis fi 
भी ऐसी अनृण संख्याएं हैं कि 0<n;< pi, 0<mi<qi, (i =, 2, 3);a, b, ८, d, e, f समिश्र संख्याएं 
` हैँ और a, B, A, B, C D, E, F को घनात्मक मान लिया गया है । 


Ly के PRX ioo B+ ico तक s तल पर इस प्रकार विस्तीर्ण हैं कि P(dj— Djs), j=l, 2, : - ” | 
00 —Bjs-— Bit), j=l,2,..., my, के पोल L, के दाहिनी ओर तथा Tct Gis). j= |, I 
U—aj tajs +Ajt), j=l, 2, . . ., n, के पोल बाई' ओर पड़े | | 


BFR ioà tio तक तल पर इस प्रकार विस्तीर्ण है कि ॥(॥ गी) i 
f Tb; —Bjs ~ Bit), गच, 2, . .., m के पोल L, के दाहिनी ओर त | 
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[| g q q 
| y y C+ उ Bi ED Dra aC Rn 
जहाँ डड ajt J j= नर 7 बुक % no+l m+ अ me 
| ny Ng m, ms p q q 
= y A+ DEt 2 B+ 2 F; 2 आ कळ ABE) 
= jet DT aes jel j=l nyt ngtl mi+L ककी 
(4.3) 
| { m=0 (।.]) मित्तल तथा गुप्ता © द्वारा परिभाषित दो चरों वाले H फलन में समानीत 
| जहाँ ) J 
रे | हो जाता है । जब m =n =p: =, =0, तो (L4) दो प-फलनों के गुणनफल में टूट जाता ë | 
| f (0, 0 
। | (0; 0) TA 
| | | 
| H | = 
| | | 
| | y | 
| L 2 
| 
| mb, H, f Cp, Cp) ] M3, ns í y (eps, En) ] (L.4) 
| I 5 Le > F š ; 
) | Ps Ga | | (क. Dy D R SS [ Cio Fa) J 
| और भागे, m=qa= l, n,=ps=0,f,=0, F,= रखने तथा y—0 होने पर हमें (l.4) निम्न रूप 
| में प्राप्त होता है 
| c 
र | HM Ne f 5 Cp Coa) | (5) 
| 29 Qe ë ho ) J 
| किये 
| अग्रवाल तथा सिंघल द्वारा सिद्ध किये गये निम्नलिखित परिणाम की आवश्यवता होगी । 
|, T(s/2) TCL —5/2) ( l 
= +i(r+l/2 iS RIES SINISE SD 
| TED rsa) eS | TG TG ks) TOTTI 
(.6) 
al 2. सुत्र 
a Ea 


mil, n,l l, u/2, v2), (ap; apy. Ap), (Is ॥॥2,॥2) 
(Fe 2, Ba) a 7 dns 6 Br By), (; ur|2, vr|2) 


í 
| 
| 
H 
| 
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a As), G; uk, vk) +i(rrl!2 ग | 
( (min. ) (a, Spy» Ap (Er UN py | xe! ) nu 
í | (पकार) | (bass Ba Pr ($7 uk; vk) | | 
! | 
| | 
OH | 
8 | 
| न 
000 O On yetilr+il2) ¿y | 
W: s J 
f (rs Tha ) (apy: op,» Api)» (0; uk, vk) नापी) ] 
| (2+, i) | Coys Bey: Bry), (0; uk, vk) N | | 
| | | 
iH | | | r | 
| | । | 
š | exit) my | | | 
L : JJ | 
(24) | 
बशते कि 0>0, jargxa( ) mu | <0—2ru, | 
४>0, larg z(=) zy | <p—2ry. | 
} 2 | 
उपपत्ति : (l.6) Ñ 5 के स्थान पर ५5+! लिखें, दोनों पक्षों में (| m(s, t) xy | 
से गुणा करके तथा Ly तथा Lo के साथ 5 तथा ! के प्रति समाकलित करें । | 
í | x 


| 
| 

H | (mat nel) | (l=v/2, u/2), (¢p,, C+), ([--77/2, ur|2) | x 
x (neo, 2) (l—v/2, u/2), (८ ES (I—vr]2, ur/2) | y 
| : 


WS NR] 


L 


=mekilrtl)/2) py | 


k=l Pil, go+) (d, Dy,), G—kv, ku) | y 


११ ७ 


ha | 
x उ H | (a Ng ) (cp, Ch), G—kv, ku) | १९२2) zu 
i | 
Res] 
taal 


w—= a) 


| 
J 
Í 
| 
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í ॥ 
| | | 
| : | 
: m, No (Cp Cha) (—ky, ku) | xe) zu | 
+i | (ii get ) (dogs Dy) (—kv, ku) | y eo” 
| m, 
| | || 
L J J 


amd कि Jarg x|<7/2 (O-+u ur), [arg x-r(r-rl/2) <u|<z[2 (0—2ru), larg yl<}en, 
0>0, e>0. 


उपपत्ति : (l.6) में 5 के स्थान पर ॥७--7 रखें, दोनों पक्षों को (l|2zi)2 m(s, t) x° y से 
गुणा करें तथा Li एवं L, के साथ-साथ 5 तथा t के प्रति समा+लित करें । 


3. विशिष्ट दशाएं 
m,=n,=pi=q,=0, ७७3१५११, ns=pas=0,fi=0, h=!l 
रखने तथा (2.2) में y—0 करने पर 


HON l, n+l f | (I—v/2, u/2), Cp Cp»)s 7 ur|2, ur/2) ) 
dar Oe x + 
Pot2s करत» | | i2 ul?) (dy, De NE i) 


ç r f ; 
=n e+!(r+)/2) ™ X f gm No १९२६२74५१2 Tu) 
ker | Pal, qatl l 


(Chas Cha) G—kv, ku) । 
(dr, Da), (&—kv, ku) 


(Cha Cpa) (kv, ku) ] 
(dq, Dg), (ण, ku) J J 


i प्र, Me | xetilr+3/2) Tu 


Pel, qe+l L Gy) 


बशतें कि निहित ॥-फलनों का अस्तित्व हो । 


(3.) में (८.., Cp) को (L —rv/2, ru|2), (८५, Cpa), (l—v/2, ५2) तथा (dq, D+) को 
ee ru), Gry, ru), (L ~ rv/2, 7५2), (di Da), Q—v|2, u/2) से प्रतिस्थापित करने पर तथा 
=i, v=0 रखने पर अग्रवाल तथा सिंघल द्वारा सिद्ध परिणाम की प्राप्ति होती है । 


(3.) Ñ m=] c a 
४२२], na=0, 28550, q= l, u= Cp, =D, =l, 60, dg =2k v, rl 
रखने पर निम्नलिखित प्राप्त होता है। 


Wk k (J= etir(2k—I|2) 
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अनुरूप श्रेणी 


Uo Ho दीक्षित तथा ए० एन० गोयल 


गणित विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 
[ sra—faarax 2, 7979] | 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में फाक्स के /-फलन वाली अनेक अनुरूप श्रेणियाँ तथा मित्तल-यगुप्ता द्वारा fax गये 
इसके दो चरों वाले एक सार्वीकरण को लिया गया है । 
Analogous series. By A.K. Dixit and A.N. Goyal, Department of Mathematics, 


Rajasthan University, Jaipur. 


We prove the following analogous series involving H-function of Fox and 
generalized H-function of two variables due to Mittal and Gupta. 


$ sos í d= D,h)(ep,Ep) ग | 
at Ano PQt | bah Š 
u,v, w=0 L ( IgE) IDL, 4 


Ab ee | h) 

pS >? L 4224? fe j 
E $ stands for (L—R; h,2) : (०/, 5५); — —and ¢, stands for (I -- R— L;/,2): (७576) 
(स्लट, l ) (ene > I ) provided that H(ba!) and H(ba', 4292) both exist where 
H(x) is due to Fox, H(x,y) extension of H(x) due to Mittal and Gupta. 


l % (e--2n)D(e-Fn) 
A n=0 n! 


l. प्रस्तावना तथा संकेतन 


अस्तुत प्रपत्र में फाक्स के #-फलन वाली अनेक अनुरूप श्रेणियाँ तथा मित्तल-गुप्ता द्वारा दिये गये 


i इसके एक सार्वीकरण को स्थान दिया गया है । श्रेणी के wan तथा उपपत्तियों में निग्तलिखित संकेतनों 


ल तात फलों का उपथोग किया जावेगा । 
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40 
5 a C Qm YT es 
O KASS n कयाय) TFSI “ (i) 
(ii) ROHS; 72% TTDI) nso n! 


f—n,+nll2A+T),2A+2) ) 
J dan 4 F. नी | l2 
paon pe 3 | Eis J (22) 


(L:L) तथा (4°2) अलसलम तथा कालिट्ज! के द्वारा प्राप्त हैं। 
(iii) A= T(L 4er +8) 
(iv) Au,v,w= 


(DOB-u HALAH DOC Ole ४ ५ ०० 


ulw! (I —u -Fer (0 y FI)P(84 yE) (a + i) É e(l — ०४ +-9)७(8))७[(०)| 
(v) D=p+w+2v-+R ` - 


—n,+n,l/2(A+!),l/2(-2) 
(vi) Foly] =,F; ( oer > ES y) ae 
TE a 


प्राप्त दो चरों वाला सार्वक्षित .-फलन निहित हैं । 


° DNL í D,h) (ep, 
2 wow Hpg | 8 (८८८८) है 


paue L Cord CD शी) 
-- 20 T one TARO bak L प peers 
/7) / (9 +n) F, D] श्र क í a $y | 2) 
(420८4 | be J ek 
= के लिए aa $ (—R—LiA2): oF); 602) 
amt कि (bal) तथा H(ba',4z%a’) दोनों का अस्तित्व हो; ही 
).का विस्तार है और मित्तल-गुप्ता^! का परिणाम है। | 


lo 


रा 
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/0)050(/7)/-२० के लिये तथा 0(/-०)” ta] तब (I°l), (I°2) तथा मथाई और सक्सेना! के 
प्रपत्र में उद्धत ज्ञात फल का उपयोग करने पर हमें 


5 A 
0 


u,v,w=0 


=a FE Fp] 


n=0 


ROL (22) 


प्राप्त होता है । यदि हम 
(९,८27) | 
(oF) J 


रखें और गोयल के ज्ञात फल? का उपयोग करें तो (3) तुरन्त प्राप्त होता है । 


w 
O E Hyo od 


3. विशिष्ट दशायें 


(i) यदि M=Q=h=|, N=P=O, fi=, f=] तथा मथाई और सक्सेना! द्वारा उद्धत एक | 
ज्ञात पाल का उपयोग करें तो * s 


> T(D+o) p 3 न 
त 4, ७११७ ज़्फ्फ्ज्फ्क (D-0; D+L+0;—ab) 


S (@+2n)T(e+n) 


S al . 


0,l:l,0.l,0 ob js | 
$ 


28 Hen non na 
l.l:0,l.0,2 [4०९८१ 


उद्धृत 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


42 दीक्षित तथा गोयल 
o Ii 0,2:2,0-,0 b A.) 
EE (COD 00:02 | date | ¢| (7 
n=0 n! s: L J 
जहाँ $s से (I-RjL;2) : . - ४ - s 


तथा ¢ से (l—R—L;l,2): (s,)(l—D—L,l); (2+P/2,])(—n—2/2,]) सूचित होता है। 


(ii) च्किस्शक्यच्छाच,23,॥2-2 f=L—D, ९2-20, fy=l/2— 
D+o,F,=F,=Fs=| रखने और मथाई तथा सवसेना/? द्वारा उद्धृत एक फल का उपयोग 


करने पर 


BRAS Try) ९८७७ u 00049) 


u,v,w=0 


=n! l2(ab) D-i/2 = > (e नार 27) Fi aE n) as [y] 


n=0 


0,2:2,2,0 fab $; 7 


x Hi :2,3:0,2 ॥ 44222 (3:4) 


७ 6 RU RID DDI2D,I);..s... 
तथा % से (Il—R—Ll,2) : (C-D,D(L/2— D—o,)L/2— Do, D);(n+p/2,DC--n—pl2,!) 
सूचित होता है। 


(iv) यदि हम M=N=P=Q=—h=, e,=u,,E,= il, ove 


Š ८3 लिखें और मथाई तथा 
सक्सेना? द्वारा उद्धुत फल का उपयोग करें तो 


> TMLD—L)TOA,— 
2 Ausys i Á ॥८॥--] 
u,0,W=0 ae Toros 


Qt D—L Aula; ab) 


GOT FS (04-20) 
A ec कळ 


n=0 


aP sly | 


0:40 [Í 
XH inoa | z Po है 
5? L 4a2z2 hio (3 4) 


CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri pee 
क्षत तथा गोयल वेति 


जहाँ ¢ (l —R;l,2): (txl); . . . के लिए 
तथा #0 (I-R—L; 3,2) : (A,l); (४+-//2, !)(-॥-2|2,]) के लिए आया है । 
(४) माना M=2, N=P=0, Q=h=F,=l, D=/2, f=L=/2, तथा मथाई और सक्सेना] 


द्वारा उद्धृत ज्ञात फल का उपयोग करने पर 


7 —l/2g-abl2 œ Ç 
a Ame) ———_—— 2 EE «Fs [y] 


u,v,w=0 A n=0 


2 


0,2:2,0-2,0 Ca 
X Hia:o,220,2 [4०2 Qia j 


जहाँ du से (I—RBj,2) : . . ४ « « » : र 


तथा #2 से (L—R—L;I,2): (॥.-/2,) (-7.4-/2,); (०+९/2,!) (--४-//2--,) सूचित 
होता है । 


Vi) ॥/--2, /0--॥--/३५-/०५--,/0-- /2, 0 --2, ॥37.-/2, fz=0 रखने और मथाई तथा 
सवसेना! द्वारा उद्धुत फल का उपयोग करने पर 


> A Uv Irs I2 ( V ab) Kz- l/2 ( ab) 


tu ८७-0० 


=ipAmie F (०20) En) LI 


n=0 


0,7:2,0:7,0 ft fis } 


7,720, 250,2 [ 4244? 


9: 4 J 
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दो चरों वाले परिवधित प-फलन के लिए कुछ तत्समक 


also gao प्रसाद तथा पो० एस० सिंह 


acum गणित विभाग, इंस्टीच्यूट आफ टेक्नालाजी 
बनारस हिन्दू युनिवसिटी, वाराणसी 


[ प्राप्--नवम्बर 6, 98। | 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य दो चरों वाले परिवधित #-फलन के लिए कुछ तत्समकों की स्थापना 
करना हे | 


Abstract 


Some identities for modified H-function of two variables. By Y.N. Prasad 
and P. S. Singh, Applied Mathematics Section, Institute of Technology, Banaras 
Hindu University, Varanasi. 


== object of this paper is to establish some identities for modified H-function 
of two variables. The results are believed to be new and are generalizations of the 
results obtained by Srivastaval2]. 


l. प्रस्तावना 


दो चरों वाले परिवधित #-फलतों को प्रसाद तथा प्रसाद ने निम्न प्रकार से परिभाषित एवं 
प्रदशित किया है : 


H [x, y]= H Mı, ny; Mg, ns : (Ms, nə); (ma 7५) [ra apy Apy)) 
Pio Qu Pode: [ps १5) [Pa gal (bz; By,» n) 


((०,,; vy CoD}: (2५५ Epa} Ep Go} | x | 
{dogs Sq 2) : (( खेळी (o Hat | y 
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Bs == |, |. १0० 0 १७) ६0) = ds a an 


x My 
4 I T(bj—pjs— Bjt) H P—aj+ajs+ Ajt) I Tis Dit) 


जहाँ 4(s, N= 


Ë P(—bj+fjst+Bjt) H T(aj—ajs—Ajt). MP —d)+8js—Djt) 
हा J=mə+ 


H 

Ti TQ—cj+yjs—Cjt) 

j=l 

p 2 o (2) 
E f (८५७०) 


Janeth 


ms Ng 
Il T( f;—Fjs) I PI —e;+-E;s) 
j=] j=l 


0,(s)= 
: M I\—fjt+Fjs) TI (७४-7४) 


J=ms+l) 


msg Ny 
TI I(hj—Hyt) 77 (\—g;+G;t) 
eset > Jal Pe 
; 6,(t)= 


H (hH; H एका) 


J=m, 


जहाँ x तथा » er नहीं हैं एवं रिक्त गुणतफल इकाई है। द्विगुण समाकलों के अभिसरण के अन्य 
प्रसाद तथा प्रसाद" के शोधपत्र में दिये हुए हैं। (l) द्वारा परिभाषित H-T 
गये मिश्रित संकेत गामा फलन कारकों के कारण परिवधित फलन है 
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दो चरों वाले परिवर्धित 4. न 
l) पुनः द्विगुण कंटूर समाकल (l.l) परम अभिसारी होता है यदि. : 
larg x| Z+ Un, U>0; larg y| Z+ ym, V>0 (LD) 
जहां 7 jan > [शिण Jl i jemg oe J= we ire! 
m” Ps Ms š # Hs P3 
~ पा ES HB HH 
+ jul vi क” क्र) al jumgtl ° ip jr J rene (>) 
2) 
फ़ mı qı my Dy My q2 
तथा =2ZB— Z B+ AW 2 dj Z Dj— 2 D; 
j=l j=my+l Jei J=ngtl jt Joma 
Ng Ps m qa n, Ps 
3) +2C-— 2 Ct 2 H 2 HF+2G 3 G 
im शक as jal 7 j=ms+l gi Jr s pe ey) 
2. इस अनुभाग में हम अपने निम्नांकित मुख्य फलों की स्थापना करेंगे : 
4) | Hr Hy +2; Ma, n.-F2; (mg, ns); (Ma, na) [° l; ñ, B), (—k; v, y), 
Prv2, +; pa+2, क्य: LPs, 43); [Pa 4al (शः Bay B,)}, 
ps apy, Ay; (l h, | c G kr 
| ee h r (L; h, A), (Lk; v, v), (Cp; Ypa» Cha)? : (pg, ७७) (४७, Cod) | x | š 
T | m. 9 > 92? G2? D;,)), (2—k; v, y): ay Fy,)} {Sop Ho,)} x 


as 


=(k— l) Hp n+l; m, क: (ms, 73); (mp, n) (l5 h, h), tap, cp, Ap, 
sar llo Ji; Pat l, do : [Pa वश; [Pas qa] ((%,, q 2490); 


CL; h, ñ), (epai Voa Cog} Kepa Eng 00 Go} 
2 (4५५ 972 Ds,)} ° {So Fg); (Coy Hy,)} 


ay ee) 
* तर (८--]) Hr ml; me, nol : (ms, 7); (Mg, 7 
G Py +l, q; pat l, gs: [ps 43]; [Pa 


४ ०७ Ap); (l h D), (gp yp Cod) : (६ 
3 ०५, /0/,)) : HOSE | 
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+ 4 : (ms, ns); m 8 l > h, १), {(a >a 4 ५ 
y H mi; n; l 3 Ma, +T l Q 33 3) ( d> a) ( : b by’ b) 3 
h ( ) Pr ar ] » i > P2 ] » 42 : [ 295 43] ; [ Pa q 4 | {(bq,3 Boy Byy)} 

y | 


(0; h, h), (Cpa % Cpa}: epar Eph {Coy Ch) 
(dass Bn Dah? (कि Fa; (ae Hay) 


% y2 H my, n+l; Ma, M +]: (ms, ns); (Ma na) | टं i i (P Sre As); 
THe Dp, Hlg Path : [७ Gh [pa 94] g Bap Bah 


(0; ñ, A) ((cp,; pgs Cp,)} : Epa Ep); (89, Ch) | x | 
{ps व 299) 5 (ep Fo.) (0८, H4) y | > (टं) | 


बशतें कि Jarg x| Z 3 (U+2h) z, larg y| 3 (+24) z, जहाँ / धन संख्या है और U तथा V को 


क्रमशः समीकरण (.8) तथा (.9) द्वारा दिया जाता है | 
mi, n+l; mel nol : (Ms, n); (mp ny) | (l; 4, h), ((apu apy Ap) 
IR qatl; pt2, ot): [ Pas Qo]; Cpu Gal (वन; v, v), {Og Tr Boh 


(k; v, v); (; h, h), (cp; Ypa Cpa} (k; v, 7) : {epg Ep) {Spy Gp J} 


x 
(एत; v, V), {Cg कक Daa) : {Saar Fy): (Bao Ba) J 


Ke? H my, MF l; Manat l: (ma, 73); (Ma j (l; A, h), (Qp; ap, A); 
F Pit l, qu; Pot l do: [Pa 93l; [ Par a) L {Cbg Boy» Ba,)5; 
>] 
y 


0000000. Fon) | CO; AD, (ons apy, Andi 
॥ ptt qu ptl, de: [ ps; qal; [Pas qal ((७,; Buy By,)}3 
;) 
y 


vk m, n+l; m, n. +  : (m, n); ; : x 
so Ms a 78); (mon) f (l; h, A), (क; apy Apa)? 
h AT), ds Pahl, q2 : [ pa, qal; [ pa, 4] | (७५: Bay BJ} à 


D r Coad} Cr Er Ere Gp} 
((4५,: 84> 272) : {( fq F); KO H,,)} 


(l, h B), (pgs Voar Cp} : (०७ Ep); (Ep, Gp) 
(Cis DDC NC HO — 


(0: h, h), (OA Ypa ८») š {(ey , E, y; (४... ७) | x 
Cas Br, Dad} : (Cy F); ling प.) pied | y | 
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दो चरों वाले परिवधित 4a 


y? mys ण Me, Markl: (Mg, 73); (mi, n.) (0, h, B), {(ap; _ 
= > 7, N), (१७; apy Ap} 
+ Mor 5 का pet Ls ७ : [p> को; [2५ 40. ७५ Boys Be); =a 


(0; ñ, h), {(Cpy3 Yoa» ०») : (€p Ep}; (gp Cpp} 
dya 8909 2५,)) : KES F)}; igy प») 


x 


y | (2.2) 


and कि (2.]) में दिये गये प्रतिबन्धों की तुष्टि हो । 


k H My, या Mo, n,--2 : (Mg, Ng); (My, n). (l; h, h), (—k; a, a) 
७2, qatl; pa+2, क्य : [ps 43]; [Pas Gal | (0५3 Boy Boys 


{(4p,; “pp Ap}; (l; a, h), ( l —k; a, a). ((८/,; Ypy Cp,)} 8 ((०५,, Ep, 
(=K; a, a); (dp gus Dga} (Ck a, a) : {Oj Fr); 


>] 


{(Sp,, Gpp) 
{(Ag,> ०) 


< mi, m+ l; m, शण : (mg, ns); (ma n) f CL h h), ((a, ; 4, )): 
= H : 2 2 5 5 5/4, s fly n ७]? py» Ay) 
Pit ls qi; Pot), do: [ Pas də]; [ Par qa] | {a3 qu By); a 
y| 
y 


= H M, A +2; ms, सटवा : (mg, n); (mi, n.) | (0:/, ॥), (L—k, a:a), 
Pıt2, +; po +l, Go: [py qal; [Pas 24] (७4५४ By,» B,)}, 


(l ; h, h), ((०५,; 2४ 2 {py Ey): (Spy G,)} 
{65 2०११८) Dos Cys Fi): Wig Hg} 


(Qp; ap Ap); (7, 


h), AG ०2? Ypo (४) : {(e E Q G 
(=k, ०, ०); (dos 8 AE उ 


ay Dog) {fo Fog} : (bgp H.) 


-- L| mu, m+ l; m, #/--2 : G ); rds 
h H 3+] ss EOS) * (Mg, 73); (my, ni) C; h, A), (py ap, 405; 
Pivl, qi; Pot+2, g, + l : [Ps; 43], [Pa q4] {0,3 Bay» 99) = 


(0; h, h , (l —k: = 2 c ° > . i 
(a, : ° : F yh ae Kpa You ‘pa)} ° {(€p,, ०9); lepp p,)} x | 
RENE 8 ०9 ७0) š K Fix हे {hg H,,)} a? 
tia PHD "+25 ma, १७2: (ma, n); (Ma, n4) (0; h, h), (L—k; a, a), 


Py+2, ०. - |: 
702, कषाय Po+2, कर्मा: [Ps 43], [Pas 43] (७५ Bie B,,)} 
(Cn ; “° Ap,)}; (0; A, A), (L-kja, a), (८७; Ypa Ch) : 
—k; a, a); {(dy,; ०५५५ 24,)), (ks a, a); (fa Fid); 


: {py Ep.)}3 (Epp Gp,)} | x J 
AP 7 {gy H); X = 
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बशतें कि (2.]) में दिये गये प्रतिबन्धों की तुष्टि हो | 


2 : C; h, h), (ap; po Ap.)} 
43, m+ l; m+3, ned UE (ns, ra); Cn ñi) | ` Ast 
a Hoss, Gt 3 Pat 3s q at 3 : Loss als [Po gal. | (É; h, ñ): GFT h, h) 


(4k; h, h), (ELF; h, B); (l; h, B), (८७ p> Cpa) GK: h, M), | 
(I; h, B), {bq कर Ba); (8 h, h), RAIS h, h), (5 ñ, Ms | 


| 
x | 
y | 
| 


m2, m+]; me 2, nel : (Ma, na); Ma Ny) | Cj h, h), {ap apy Ap) 
TF blo qı+2; P2t+2, G22: [ pə 43]; | Par 44l (FL; h, h) +45 h, h), 


एना; h, h) : epy Erg} (Epp Gro) 
{ays By» Dig) + (Sige Fag Gay Ha) 


(L+k—l; h. h); (l; h, h), (७; Ypa Co O+ k—I; h, h) :३(७,, Ep,)}s 
{Os Boye Bp (k+ 8 h, h), (नि; hs W, (४५, भिक 2९७ + (ge Faa) 
{(Epy ०%,)) | x | 
{gy H,); y 
m,+2, n+l; शन n + 7 : (ms, ns); (mua, 74) | (0; h, h), 
+ Hp,+2, qi +2; Pot2,G2+2:[ Par Gals [ Par 44] (ke; h, h), (४ h, A) 


{(ap,3 apy Ap)» (k—l; h, h); (Is h, B),((cp;; Ypa Cpa) ( +k—I, h, h); 
bg Bay Ao EF 5 h, h), (LL; h, h), (d; 89,5 20)): 


{py Eo) Epa Gry) | x | 
{Soy Fog) (qq Hog} | 7 


70 + 2, ntl; ma +2, nol: (ms, ns); (mi, n.) | (l; h, h), {Caps py l 
a Hy +2, 9 Pat2, qat2 : [Pa ga); [Par dal Likti A, A), WL h, B), 
(I+k—I; h, h); (0, h, h), {Cp ypas (७८), (४-४; h, B); {epy Epa} 
{lbg Bg» Ba (k; h, h), (5 h, h), (d; ôg Dga); {Os F); 
{Bp Gp,)} | x | 
(igp H) y 
; H m+-2, n+l; mt 2 n + : (ms, ng), (Ma n) | (0; h, h), {(@p,3 “pr Ap) 
TEN +2, pt2; pt2, qat? : [७ dal; UPa gal | (&; ñ, P), (I, h, I) 
(kT; h, h); (05 h, B), {pas १७, Cra) (Is h, A): 4lepy Epa) 
(९; Poy» B,,)); (k; h, h), (i; h, h), (d; òga» Dy); : aa Fo.) 


{Epp Gb) | x | 
} j: 


2.) | 
Wag Ha.) | 
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दो चरों वाले परिवर्धित 5] 
ama कि [arg x| 3 (U+4A) z, larg क V+4h) z, जहाँ h धन संख्या है भौर U तथा V को 
क्रमशः समीकरण (.8) तथा (.8) द्वारा दिया जाता है । 


H mp My; Ma, My + (Ma, ña); (Ma, ni) [ (ap; Sp], Ap,)}; Cpa; Vp’ Cpa) : 
Py Q; Po Je: [Ps 43]; [Py 4al 


{O43 Boy By,)}; da; 57, D,,)} ; 
{(epy Epa} (Spy G,)} | x | 
{( Ss g 7); Wig, H); y 
ae a र ] आ H mil, n+l; क्ट, nol : (ms, na); (my, na) 
4n? p<; (i) Pil, qı+l; Pet], क्टर : [Pa (पठ, [Pa al 


ie h, h); {Capy3 ap,» Ap}; (k; h, h); (OA ba Cy.) : {lepar E)}; 
(k; h, h); {Boys Bay Bg di (k; h, h) {dS qa 2%)) “COs Fa); 


{Ep Gp) x ९72१११ ] 
(Cig Hg | y 


l Ht l, ny]; mal, nel : (ms, ns); (mi. na) 
i G) ptl qatl; ptl, gtl: [ps 49) [po Ya) 


Ka h, h), {apy apy Api); (E; h, h), {Cai Ypar Cpa) Epa Epa) 


(k; h, h), (७५5 Pay Ba,)}; (k; h, h), (dz; ३ Dia) ay F,,,)}; 


{Epp Gp,)} | x ] 
{Choy Ha,)} | yea? 


बशते कि (l.) में दिए गए प्रतिबन्धों की afte हो । 


_ उपपत्ति : (2.) को सिद्ध करने के लिए हम इसके वाम पक्ष को (.L) की सहायता से इसके 
PR समाकल में प्रसारित करते हैं और फल 


T(k+ys4 vt) Servs tvt) T'(hs--ht) | A 
Tet vpn =E य (कका) 


च२(८--) P(hs+ht) HFT +hs+ht), 
oc करते हैं। तब परिभाषा (.] 

fe: डे । इसी प्रकार के aaf द्वारा हम परिणाम (2.2)-( 
लिए हम (2.) की उपपत्ति के समान अग्रसर होते 


) से इसका विवेचन करने पर 


ट 
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T 
T(k—hs—ht) [k++ hs tht)= Sag ७ hs —ht) ` | 


का उपयोग करते हैं । 


विशिष्ट दशाएं 


४२५७0 रखने तथा यह मानने पर कि मिश्चित संकेत वाले गामा फलन कारकों में कोई वृद्धि 
नहीं होती, तो हमें श्रीवास्तव का फल! प्राप्त होता है । 
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मध्य भारत के कुछ त्रनों का ऋतुजविकी प्रेक्षण 


rada) 


| 3 सी० डी० आठया 


वनस्पति शास्त्र विभाग, सागर विश्वविद्यालय, सागर 
[प्राप्त - अक्टूबर 30, ।98] 
सारांश 


I मध्यप्रदेश के अयनवृत्तीय शुष्क पर्णपाती मिश्रित वनों 8 स्थानों के 40 वृक्षों की जातियों में 
ऋतुजैविकी प्रेक्षण किया गया है । लगभग 87% वृक्ष जातियों में पतभड़ दिसम्बर से मार्च के मध्य होता है 
एवं खुले वनों की अपेक्षा यह सघन वनों में कुछ पहले अंकित किया गया । पर्ण उन्मज्जन अधिकांश जातियों 
(92%) में मार्च से जुन के मध्य देखा गया। पुष्पन एवं फलभड़ भी अधिकांश जातियों (क्रमशः 72% और 
| 52%) में मार्च से जुन के मध्य (ग्रीष्म काल) सम्पन्न हुआ । पुष्पन एवं पणं उन्मज्जन ओर फलझड़ एवं 
पतभड़ घटनायें आपस में सतत्‌, असतत या परस्परव्यापी पाई गई । ऋतुजैविकी प्रेक्षण को प्रभावित 
करने वाले मुख्य कारण मुदा, स्थलाकृति, वायुवेग एवं वनों की स्थूलता ही माने जाते हैं । 


Abstract 


3 observations in some forests of Central India. By C. D. Athaya, 
Department of Botany, University of Saugar, Sagar. 


Phenological observation of 40 tree species in 8 sites of tropical dry decid- 
uous mixed forests were recorded. Nearly 87% of tree species shedded their old 
leaves from December to March. An early leaf fall was recorded in open forests 
with sparse canopy of trees than in thick and dense forests. Emergence of new lea- 
ves was recorded from March to June in 92% of species. Majority of species indic- 
ated flowering (72%) and fruit-fall (52%) during summer (March-June). Flowering 
and leafing, and fruit-fall and leaf-fall events were found to be continuous, discon- 
tinuous or overlapping. Soil, topography, wind-velocity and thickness of the forests 
are considered to be main factors influencing phenology. 


अ ध्ययत क्षेत्र 


व्‌ अध्ययन क्षेत्र जिला सागर, कक रेखा के उष्णकटिबंध से कुछ किलोमीटर उत्तर में 23 50 go 
3 78? 40/ पऽ, समुद्री सतह से 583 मोटर औसत ऊँचाई पर भारत के मध्य स्थित है । कुल 299 | 
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वर्ग किलोमीटर क्षेत्र में 8 वनस्थान बांदरी, शाहगढ़, amaaa, जामघाट, नीमघटिया, राहतगढ़, जरूआ- | 
खेड़ा एवं पथरिया प्रयोगात्मक कार्य हेतु चुने गये । i | 

क्षेत्र की स्थल रूपरेखा उमिल एवं विन्ध्य रेत पत्थर तथा बेसाल्ट पहाड़ियों द्वारा निमित है जो | 
मृदा के भौतिक एवं रासायनिक गुणों पर अधिक प्रभाव डालती है । पहाड़ियों के आधार काली चिकनी | 
मिट्टी, रेत, क्षार एवं कार्बनिक पदार्थ लिये हुए है जो कि वर्षाकाल में जललग्न हो जाती है । पहाड़ियों 
के पठार एवं ढलान पर मिट्टी लेटराइट बनने के कारण लाल रंग लिये होती है क्योंकि यहाँ से रेत, क्षार 
बह जाते हैं तथा लौह एवं एल्युमिनियम आक्साइड संचित हो जाते हैं । चेस्पियन तथा सेठ?) के वर्गीकरण | 
अनुसार इस क्षेत्र के वनों को अयनवृत्तीय शुष्क पर्णपाती मिश्रित वनों की श्रेणी में रखा गया है । 


प्रस्तावना 

पौधों में पर्णं उन्मज्जन, पुष्पन, TANF एवं फलभड जैसे मोसमी परिवर्तन को ऋतुजैविकी प्रेक्षण 
कहते हैं । शेल्फो्ड ( ने सर्वप्रथम इस शब्द का उपयोग किया परन्तु डाबिनमाथर (0) ने सुधार कर इसे 
पौधों एवं जलवायु संबंधी कारकों की सामयिक क्रिया होना बताया । 


निकटवर्ती पौधों की ऋतुजेविकी मनुष्य का ध्यान अपनी ओर आकर्षित करती है । यह अध्ययन 
पौधों की विभिन्न जातियों के वनतल के चरित्र, एवं उसमें पड़े हुए पत्तों के उचित प्रतिचयन की योजना 
बनाने में सहायक होता है | 


वैज्ञानिकों ने उष्णकटिबंध वर्षा वन 922225) शीतोष्ण [2] एवं शष्कपर्णपाती मिश्रित 
TT [205 अ 5 a ies S € 
वनों l laga अध्ययन करके ऋतुजैविकी प्रेक्षण के सहसंबंध पर कुछ आश्चर्यजनक तथ्य 
प्रस्तुत किये, जैसे -- 


(l) पुष्पन का मौसम जलवायु से सहसंबंध Ul 


(2) पुष्पन का पर्ण उन्मज्जन से सहसंबंध U'Pl20924] 


परिणाम तथा बिवेचनां 
() पतझड़ : 


gi के मासिक प्रेक्षण के उपरान्त पतभड़ को शीतकालीन एवं ग्रीष्मकालीन, दो मुख्य भागों में 
बॉटा गया है । शीतकालीन पतभड़ अक्टूबर से प्रारम्भ होकर मार्च तक समाप्त होता है जबकि ग्रीष्मः 


कालीत ge फ़रवरी से नळ होकर मई तक पुर्ण होता है यद्यपि अधिकांश जातियाँ (87%) अपनी 
पुरानी पत्तियाँ शीतकाल में ही त्याग देती हैं। 


उष्ण कटिबं जनी हे wa 

=> n में se वाली जातियों में पतभड पूरे at भर लगातार चलता है 
° हैं enaa अधिक हो जाता है ['४] š 

_ चे महीनों हे । मेज DS) के अनुसार ॥ीरिया में शुष्क 

मोसम पतकड़, बाकी बचे महीनों से दसगुना अधिक होता है | EE 
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'उष्णशीतोष्ण वनों में पतभड़ वर्ष भर ही क्रिया है जो कि कभी जनवरी-मार्च £2 तो कभी 
अक्टूबर-नवम्बर [१] में अधिकतम होती है । 
शीत, उष्ण, शीतोष्ण वनों में पतझड़ असाधारण रूप से होता है तथा दक्षिणो ध्रुव में 4/5 भाग 
J 
aga 7 महीनों (जुन-दिसम्बर) में पूर्ण होता हे । 
अध्ययन क्षेत्र के शृष्कपर्णपाती मिश्रित वनों में पतकड़ के दो मुख्य आवतंकाल, शीत एवं ग्रीष्म 
š | खुले वन एवं पठारीय स्थित AA की अपेक्षा सघन एवं पहाड़ीतल के पौधों में पतभझड कुछ देर से 
होता है । उसी प्रकार रेतीली चट्टानों की अपेक्षा बेसाल्ट चट्टान पर पाये जाने वाले पौधों में शीघ्र पत- 
झड़ देखा गया है जो मुदा जल एवं अपवाह तन्त्र के कारण होता है । 


(2) पणे उन्मज्जन : 
सारिणी l के अनुसार वर्षा (जून-जुलाई) एवं ग्रीष्म (मार्च-जून) ही दो मुख्य पर्ण उन्मज्जन 
काल माते गये हैं यद्यपि अधिकांश जातियों (92%) में यह ग्रीप्म काल ही में होता है । 


दक्षिणी नाइजीरिया के वर्षा वन ०१, कोस्टारीका के पतभड़ वन १, एवं भारत के कुछ 
शुष्कपर्णपाती वनों 875) के गहन अध्ययन के पश्चात्‌ यही निष्कर्ष निकलता है कि इनमें ग्रीष्मकालीन 
पल्लवन ही प्रमुख है | 
(3) पुष्पन : 

पणं उन्मञ्जन की तरह पुष्पन भी वर्षाकालीन (जून-अक्टूबर) एवं ग्रीष्मकालीन (फरवरी- 
जून) होता है जवकि अधिकांश जातियों (72%) में पुष्पन ग्रीष्मक्रालीन ही देखा गया है । 

वर्षा वन नाइजीरिया D एवं अर्धपर्णपाती वन कोस्टारीका °° के विस्तृत अध्यथन 
से यह निष्कर्ष निकलता है कि वर्षा वनों में पुष्पत वर्ष भर चलता है यद्यपि ग्रीष्मकाल में इसमें 
भिन्नता पायी जाती है । 

शीतोष्ण वनों में पु“्पन में ऋतु विभिन्नता अधिकांश देखने को नहीं मिलती परन्तु शरत्‌ शीत- 
लता पोधों में अधिकतम पुष्पन करती है । 


(4) फलझड़ : 


पोधों में फलभाड़ का प्रारंभ एवं समापन के औसतकाल (सारणी l) के अनुसार शीतकालीन 
(नवम्बर-माचं) एवं ग्रीप्मकालीन (माचं-जून) होता ë । अधिकांश जातियों (52%) में फलभड़ पूर्व ग्रीष्मः 
कालीन ही होता है परत्तु तेंदू जोसे वृक्षों में फल शाखाओं पर 8 महीने तक प्रतिघारित रहते हैं । 


उपयु'क्त अध्ययन के आधार पर पणे उन्मज्जन, पतभड़, पुष्प एवं फलभड़ कार्यों में रोचक 
सहसंबंध पाया गया। 5३ 
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अ. पणे उम्भञ्जन एवं पुष्पन : 


ये आपस में सतत्‌, असतत्‌ या परस्परव्यापी होते | 


सतत : कैथ, आंवला, धोबिन, कालासेजा, कारी, बहेड़ा, कौहा, घोंट, कचनार, कालासिरिस, बेल, 
केम, खैर, अमलतास, तेन्दू, एवं पापरी जैसे वृक्ष में पुष्प, पर्ण उन्मज्जन के साथ ही दिखाई देते हैं तथा | 
इनके बीच भक्षतफ़ाल नहीं होता । | 


असतत्‌ : फुलू, सेमल, THAT, महुआ, गुंजा, पलास, हडूसा, एवं कोसम जैसे वृक्षों में पुष्पन | 
पर्णं उन्मज्जन के पूवं हो जाता है तथा दोनों के मध्य एक अन्तराल होता है | | 


परस्परव्यापी : रेभा, कसई, मरोड़फली, भिलवा, बरगा, धवा, अचार, सागोन इत्यादि | 
में पुष्पन पर्ण उन्मज्जन के वाद ही होता है तथा दोनों के मध्य अक्षतकाल कम या अधिक हो सकता | 
है । पुष्पन काये 55% जातियों में पणं उन्मज्जन के कार्य के साय, 22% में पहले तथा 23% में बाद | 


में होता है । 


ब. पतझड़ एवं फलभड़ : 
थे भी पणे उन्मज्जन एवं पुष्पन की तरह सतत्‌, असतत्‌ या परस्परव्यापी होते हैं । 


सतत्‌ : खर, रझा, कालासिरिस, धवा, कचनार, कसई, अमलतास, az, कैथ, पापरी, मरोड़- 
फली, बरगा, कालासेजा, बीजासाल, सागोन, कौहा, बहेड़ा, 


एवं साज वक्षों में दोनों लगातार होकर 
निम्नलिखित बिशेष गुण दर्शाते हैं :-- 


L. भूमि की सतह पर फलतह, पणंतह में अंतमिश्रित हो जाये 


2. फलभड़ पतभड़ के साथ हो 


AMIZAN के समय प्रांकुर एवं मुलांकुर पर्णतह से बाहर न निकल पाये | 


असतत : आंवला, फालसा, एवं घोंट जैसी जातियाँ फल 


|. झड घे होकर निम्न गुण 
प्रदर्शित करती हैं ड़ पतभझड़ के पूर्व होकर निम्न गु 


i L फल जमीन पर पर्णतह के नीचे ch हों 
D 


वीजांकुर के समय प्रांकुर Wide से ऊपर निकले । 


परस्परव्यापी : बेल, अचार, छेवला, चिरोल 


हा 
मिलवां i धोबिन यो 7 QRA गुंजा, महुआ, a, कोसम, 
बां, कुलु, एवं घोबिन जैसी जातियों में फलझड iy SDS Il 


Ws के बाद होकर निम्न लक्षण दर्शाते हैं 
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सारणी l. 


वनों ऋतुजविको प्रेक्षण 


जातियों के नाम 
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qa पर्णवाती मिश्रित वनों की कुछ जातियों में ऋतजैविक प्रेक्षण 


ऋतुजैविकी कार्यकाल (मास) 


पर्ण उन्मज्जन 


पतभड़ 

I. खैर (एकेशिया केटेच्य्‌) मई-जून दिसम्बर-मार्च 

2. रझा (ए. ल्युकोफिलिया) अप्रैल-जुन जनवरी-मार्च 

3. बेल (ईगल मारमिलोस) अप्रैल-मई दिसम्बर-मार्च 

4. कालासिरिस (एलबरीजिया अप्रैल-मई दिसम्वर-मार्च 
लेबेक) 

5. सफेद fafa (ए०प्रोसेरा) मई-जून दिसञम्व र-अप्रैल 

6. धवा (एनोगेस्स लेटीफो- अप्रैल-जून दिसम्वर-मार्च 
लिया) 

7. कचनार (बोहितिया- अप्रैल-जून दिसम्बर-माचं 

रेसीमोसा) 

8. कसई (त्राईडेला Bar) अप्रैलःमई दिसम्बर-मचं 

2. अचार (बुकनिया लेन्जन) मई-जून माचं-मई 

l0. पलास (ब्यूटिया- अप्रैल-जून फरवरी-अप्रैल 
मोनोस्परमा) 

WL. अमलतास (केसिया- मई-जून दिसम्बर-मार्च 
फिस्टूला) 

2. wf a © 
घोबिन (डलबरनिया अप्रैल-जून दिसम्बर-माचे 
पेनीकुलेटा) 

I 3 A ते =. - e 
tg (डायोस्परोस- मई-जून माचे-मई 
मेलेनोजायलीन) 

l4. आंव G > 

सा (एम्बिलिका- माचं-मई नवम्वर-फरवरी 
आफीसिनेलिस) 

5, Sar (क 

* Fay 
SU (फेरोनिया ऐली मार्चे-मई नवम्वर-फरवरी 
फेन्टिस) 

APE j 


पुष्पन फलभड़ 
मई-जुलाई नवम्वर-मार्च 
जुलाई-सितंबर फरवरी-अप्रैल 
मई-जुलाई मई-जुत 
अप्रैल-जून qaa 
मई-जून जनवरी-मई 


सितम्बर-अक्टूबर जनवरी- 


फरवरी 
अप्रैव-मई दिसम्बर- 
फरवरी 
जुलाई-सितस्बर दिसम्बर- 
फरवरी 
फरवरी-मार्च जून-जुन 
मार्च-अप्रैल जुन-जून 
मई-जुलाई जनवरी-मार्च 


अप्रैल-मई जुलाई-अगस्त 


मई-जून अप्रैल-मई 
मार्च-मई भक्टूबर- 
दिसंबर 


मार्च-अप्रैल दिसम्बर-मार्चे 
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१6. कांकेर (फ्लेकारसिया- 
इन्डिका) 


L7. पापरा (गरडीनिया- 
लेटीफोलिया) 


, गरूगा (गरूगा पिन्तेटा) 
9. धामन (ग्रीविया- . 
टीलिफोलिया) 


20. मरोड़फली (हेलिम्ट्रिल 
आईमोरा) 


2i. चिरोल (हिलेप्टिलिया 
ge प्रीफो लिया) 


22. gem (हाइमेनोडिक्टियोन 
एम्सेल्सा ) 


23. बरगा (काडिया क्रैलीसिता) 


24. कालासेंजा (लेगरस्टोमिया 
पारबीफ्लोरा) 


25. गुन्जा (लेलिया कोरो- 
सेन्डेलिका) 
26. महुआ (मधुका इन्डिका) 


27. कारी (मिलिओसा 


टामनटोसा) 


केम (मिद्रागाईना 
__ पारवीफोलिया) 
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मार्च-मई 
मईझजून 


अप्रैल-जून 


अप्रैल-जून 
अप्रैल-जून 
मार्च-मई 
मई-जून 


अप्रैल-जून 


अप्रैल-जून 
मई-जून 


अप्रैल-जून 


अप्रैल-जून 
अप्रैल-जून 
- अप्रैल-जून 


अप्रैल-जून 


` अवटूवर-जनवरी जनवरी-मार्च 


नवम्बर-फ़रवरी मार्चेअप्रैल जुन-जून 
फरवरी-भप्रैल जून-जुलाई मार्च-जून 
अक्टूबर-दिसम्बर फरवरी-मार्च मईनजून 
नवम्बर-मार्चं मई-जुलाई भअक्टूबर-दिसम्बर 


दिसम्वर-मार्च जुलाई-सितम्बर अक्ट्बर-जनवरी 
दिसम्बर-फरवरी फरवरी-फरवरी अप्रैल-मई 
माचे-अप्रैल 


दिसम्बर-मार्चे जून-जून 


दिसम्बर-मार्च सितम्बर-अक्टूबर फरवरी-माचं 


दिसम्बर-माचं अप्रैल-मई नवम्बर-जून 


अक्टूबर-दिसम्बर फरवरी-मार्च मई-जुत 


जनवरी-अप्रैल फरवरी-माचं जुलाई-अगरतं 


दिसम्बर-मार्च afai जुलाई-जुलाई 
दिसम्बर-मार्चं मई-जुलाई जनवरी-मई 
दिसम्बर-मार्च अप्रैल-मई जुलाई-जुलाई 


a 

Š ñ | 
दिसम्बर-माचं | 
|. 


सितम्बर-अक्टूबर जतवरी 


c 


मई-मई | | 
S 


32. 


33. 


34. 


39. 
40. 
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, कोहा (टरमिनेलिया अप्रैल-जून 
अर्जुन) 
हेडा (ट०बेलेरिका) अप्रैल-जून 
साज (ट०टामनटोसा) जून-अगस्त 
घोट (जिजिपस जायलो- अप्रैल-जुन 
पारा) 


*वानस्पति नाम कोष्टक में दिये गये हैं । 


l. फल, पर्णतल के ऊपर हों 
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कोसम (स्लाइचे रा अप्रैल-जून दिसम्बर-मार्च अप्रैल-मई जुलाई-जुलाई 
ओलियोसा) 
fraai (संमीकारपस अप्रैल-जून फरवरी-मार्च जुलाई-सितंबर मार्च-अप्रैल 
एनाकारडियम) 
बरतिया कांकेर (सरे वेरा मई-जुन दिसम्बर-अप्रैल मई-जून जनवरी-अप्रैल 
स्वीटीनाईडस) 

, कुलू (स्टरकुलिया युरेनस) जुन-जुलाई अक्टूबर-दिसम्बर दिसम्बर-फरवरी अप्रैल-मई 
, सागोन (टेक्टोना ग्रेन्डिस) जून-अगस्त दिसम्बर-मार्चं जुलाई-दिसम्बर जनवरी-अप्रैल 


दिसम्बर-मार्चं मई-जुलाई जनवरी-जून 


दिसम्बर-मार्चं अप्रैल-मई दिसम्बर-अप्रैल 
दिसम्बर-अप्रैल जुन-अगस्त दिसम्बर-अप्रैल 


दिसम्बर-माचं अप्रैल-मई भक्टूबर-दिसम्बर 


2. मुलांकुर को पर्णतह से ऊपर निकलने के लिये संघर्ष करना पडे । 


उपयु क्त प्रेक्षणों से यह fend निकलता है कि 52% जातियों में फलझड़, पतझड़ के साथ, 
40% में पतझड़ के बाद तथा 7% में पतझड़ के पहले होता है। 


कई वैज्ञानिकों ,3,78,74,2०,2॥] ने वर्षा वन, शीतोष्ण वन, एल्पाइन वन तथा शुष्कपर्णंपाती मिश्रित 
वनों की बहुत सी जातियों का ऋतुजैविकी प्रेक्षण करके पतभड़, पर्ण उन्मज्जन, पुष्पन एवं फलझड़ 
में परस्परिक सहसंबंध की विवेचना की । 


(5) ऋतुजबिकी कार्यों पर प्रभाव डालने वाले कारक : 


कारक पौध जातियों में विकास एवं ऋतुजैविकी स्वाभाव के सांचे के लिये तथा बाह्य कारक उनके अ 


s वैज्ञानिकों का इस प्रकार का अध्ययन केवल कृषि-फसलों तक ही सीमित रहा है । जहाँ तक वन 
पक्षों का क्रतुजेविकी अनुक्रिया का प्रश्‍न है वह हर वर्ष मौसम, जलवायु के अनुसार बदलती रहती है । 
स्वामी एवं मथुडा के अनुसार पोधों में ऋतुजैविकी कार्यों का भारी हेर-फेर यह दर्शाता ë कि 
STR ऋतुजैविकी स्वभाव एक से अधिक आंतरिक या वाह्य कारकों द्वारा संचालित होता है । आंतरिक 
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हैं । अध्यव्रत्त किये गये मुख्य कारक आद्रता, 


T >२ एवं बदलने के लिये जिम्मेदार होते 
रिक कारकों की हेरफेर एव A लने के i 4 í 
+ बं मौसम हें । 


वर्षा, AU, ताप, मृदाजल, तापकाल एवं वेग, सूक्ष्म जलवायु ए 
पौधों में ऋत॒जैविकी कार्यों का अध्ययन वनों की कई अवस्थितियों तथा वन्य प्राणियों के खान-पान 


के स्वाभाव को जानने में सहायक होता है । 
' कृतज्ञता-ज्ञापन ; 
i लेखक विश्वविद्यालय आयोग, नई दिल्ली, प्रोफेसर जी० पी० मिश्रा, विभागाध्यक्ष, वनस्पति विभाग 
सागर विश्वविद्यालय तथा वन विभाग, सागर के अधिकारियों का आभारी है जिन्होंने क्रमशः वित्तीय, 
प्रयोगात्मक एवं अध्ययन क्षेत्र संबंधी सहायता पहुँचाई । 
निदेश 
|. एल्ग्रिन, सी० So, इकोलाजी, ।957, 38, 622-628. 
2. वियड', Ho एस०, जर्ने० इको०, 946, 33 , ॥73-92. 
3. भटनागर, एस०, पी०-एच० gto थीसिस, सागर विश्वविद्यालय, 968. . 
५. ब्लेटर, ई०, Ao बाम्बे नेच० हिस्ट्री सोसा०, 907, 7, 334. 
5. चेम्पियत, एच० जी० तथा सेठ, एस०के०, भारत शासन प्रकाशन मासिक, 968. 
6. डाविनमायर, आर०, विली ई० प्राइ०लिमि० न्युयाकं, 947, 
7. वही, जनं०इको ०, ।972, 60, I47-70. 
8. डेविस, टी० ए०डब्ल्यू० तथा fras, पी० डब्ल्यू, जने० इको०, 933, 2I, 350-384. 
9. गिल, जे० एम०, केने० डिवा० नार्थ० ऐफे० Ado रिसो०, 955. 
` 0. गुप्ता, आर० के०, वही, 960. 
Il. हेच, Uo ato, लीफ० फार० Fo केनबरा 955, 70, 8 
a होल्टम, आर० ई०, गार्डन बुल० स्ट o सेट 93, 5, 73-206. 
3. होत्वे, So जी० तथा वार्ड, आर० टी०, इकोलाजी, [965, 46 73-83. 


53: | श्‌ 
[०एस०, इंडियन Tio, 954, 80, 24-]5 Te: 


७. एफ 


T 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 
वनों का ऋतुजैविकी प्रेक्षण 6l 


मेज, डी० gao, पीडोबायोलाजिका, 965, 5, 273-288. 


मिलर, आर० बी० तथा WAS, एफ० Alo, ना०जो० फारे०रिस० नोट, 957, 8, 4. 


. जोकू, ई०, जर० gato, 963, 5, 67-524. 

, सेफलर, जी०, नोट० ATo गार० बर०, 90l, 3, ।39-66. 
, सिम्फर, Uo एफ० Sergo, बेलफोर आक्सफोर्ड, ।930. 

, शेल्फोर्ड, वी० fe, विलियन्स एन्ड faafaa, 929. 

, वोल्कन्स, जी०, इच्डेन gto बलिन, 92. 


. राइट, एस०, एन० बोट० mo पेरेडिनिया 905, 2, 45-57. 


CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


n 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


Vijnana Parishad Anusanchan Patrika Vol. 26, No. |, I983 
ij 


तीन चरों वाले अत्यन्त सार्वोकृत फाक्स प्-फलन (T) 


प्रमिला बापना तथा ए०एन० गोयल 


गणित विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 
[प्राप्त-जून l5, 979] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र तीन चरों वाले अत्यन्त सार्वीकृत फाक्स प्र-फलत के सम्बन्ध में है | यह फलन 
H*(x, y, 2) है और इसमें मेलिन-वार्तीज कंटूर समाकलों के द्वारा प्रदर्शित प्रायः सभी फलन आ 
जाते हैं | 
Abstract 
Ona most generalised Fox H-function of three variables (D. By Pramila 


Bapna and A.N. Goyal, Department of Mathematics, University of Rajasthan, 
Jaipur. 


The present paper gives the most generalised Fox H-functions of three variables 
This function, viz., H*(x, v, z) contains almost all functions representable by Mellin- 
Barnes contour integrals of one, two, three variables as particular cases 


l. प्रस्तावना 


हम तीन चरों वाले सार्वीकृत फलन को निम्न प्रकार से परिभाषित करते हैं : 


í [i A š east ii “is ata | 

| p, q [as cy, a, š ०५) Ca: Ba 3 By * Pa) | oa 
e . | 
य | : k =], 2, 3 K °p App Ap) (fo, ie ae र | 
Cee | | 


> 
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च्य $5, BS LS) I $ (S, 
(ri) | |: | (2 $ ) Y (ST SiS Set ग $ (39 3702 25 


ds, ds, dss (LO 
H r (aj+ 2 aj! Sk) 
i A 3 l 
E CREE ~ | 
fl r(t aj— È ajf S.) It (४ +3 Ba 5४) 
हा] jot 
mk 
HII 0 +y; St) H ra - 8 Sk) 
$(S)=— 2 
k. = sh 
b rlé gk EE a 
0 व (०-१७) i r (id! +8; Sk) 
Jim, Jn J 


#(S\+S2, Sy +53, S2 +53) 


H P(e +a SHA S ) H r(e SNS ) 
; 


ñ. ' r ग l श्र Qi P य य जू 


Jos My 


i Tice oy SN 


— ... 


p2 a 4 2, 2 १2 02 छ 
II r( SR 2 
JAHN J 3 St Yi S.) E x G itH; S3 ) 


TI 3 3 १3 
Fi hae, NS.) ) I) ’3 
( j A; Sa >) S, ped (6 +H; So Hk; S.) (3) 
» Mk, Mj, nk, D, q, Pk, qk, Pr, Ox, (k=l, 2, 3) से निम्नलिखित 


SMP Is 0<nk<q6 १>0, q>l, QI (4 


š Fa | 
a ee! 2, 3) Ska में है और 7? । 
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Ir k k oe 
Zi (g; ee 8; SH); J= l, 2 see Hk 
के पोल कंटूर के दाहिनी ओर तथा 


k z 
Tra -o+ Sk) j=l, 2, ..., mk 
T 5 tk Sr): j=] एवं T | य ial ç 
I (a+ jaa a; “)s Ji, ..., M y (e; tà; अज; So), j= i. 2, sy Ms; 


2 2 ç 2 ç is r 3 3 33 र 
T@+) Si +A; 39 बच, 2, ny M; T (ej tA SpA; 59) JEL, 2, ..., M. 


3° 
के पोल कंटूर के बाई ओर पड़ते हैं । 


अब मैकराबट' के E फलन के अभिसरण के लिए जिस प्रकार अग्रसर हुआ जाता है या फिर जैन 
तथा गोयल! द्वारा परिभाषित A(x, y, 2) के समान आगे बढ़ते हुए हम अभिसरण के निम्नलिखित | 
प्रतिबन्ध प्राप्त करते हैं | यह स्मरण रखना होगा कि समस्त ०“, B", /” इत्यादि भी सम्सिश्र हैं । 


प्रतिबन्ध 


Wi Ws - | 
(i) | arg X, |= | dx | <( Ws + > ) ग: तथा 2W;+W:>W, (L.5) | 

GD) Wat We> WoW, (.6) | A 
(iii) Wy > W, .7) J z 


जहा KSI, 3 बड़े अक्षरों में लिखे P, तथा 0% को छोड़कर जहाँ K= केवल ! तथा 2] E 


p P 
Pp DS VETS 
7. HE ) TE ७१) ey) 


es W; = $ ie > ak k 5 ok k ह 
ay ka (४; ) at A (6; ) SF a (e; ) 


ee 
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= $ (8 y log | £/ | L Ë (aby tog | 8 | +2 (HY log Hj) 


Pk Pk k., 
poten (Gia BOIS ही 


jot =]l+m “limy 
00007 k Pk k & Pk ky, k 

a ky VAIO) R; 
Wy) a (a; ) ४ नर (५, A; + a u) j 
k k k 

pa ity PAS oy PEE 0)! 7 
Wem FAY F + OT Pi T, (4) T; 


k k ty 
y = amp co; A;= amp yj P.= amp ó; , F; = amp B; 


f X T= m f 
R;= amp A;, T; = amp Hj- 


tt ” rt 7] 
क्र, We, Wy. .... W, 


एक डैश के स्थान पर दो डैश लगाकर प्राप्त किये जाते हैं | 


; 2६ (aly +i (०)”, इसी प्रकार £,*=(९/)/ HiG तथा आगे भी । 
y Sst 
विक गुण : हम इसके बाद या स्ंत्र (.0) के वाम पक्ष को, यदि अन्दर के प्राचल उसी प्रकार a 
Es a हों तो H*(x, y, 2) के रूप में लिखेंगे | 
` अब हम कुछ गुणों का वर्णन उनकी उपपत्ति दिये बिना करेंगे क्योंकि उपपत्तियां लम्बे परिगंणन 
में होते हुए भी सीधी हैं । 


i le HFS) YL 2) 


fe 


[I B, 5 By > By ); (l — ap 5 an ap » 4p )] X 


| { Es k . k *k k k 5 
w fo, ; Fo, > Ho); (i— ep 5 rp» Ap) } Y 


CO) 
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2. H*(X, Y, Z) 
| É: | [a Cay , Cap; (by; cB, , cB, cB; | | | 
Mt, 0 : : = | 
_CH* | Í | Py ojll} a Í ep; chp cr); (fa, ` cho cho) } yo | 3 
| k 
[CECE =. Ë 


3. H*(X, Y, Z) 


== QUAI-N)ANB yg 


INM}, 0 CNS ide 
a i voly 3 (A0, ८) a a ) (aw. f): == =) YN? 


[ES (€ |. 
| TENS (aw, cy); wy (ac, dt) : x) ZN- J 


जहाँ A—2m—p—q--22mi-L22MI--22n  Zpi—2P,— Eq —2Qk 


| 

es 
ke P + s gk k 3. [Pk k > अ 
KE B=2a;—2 bj+-q|2—p|2+ 2 [ X d;]— 2 [2 ८; ] FZ pxf2—Xqx/2 

| k=l ka lja J 

| 

| 

| 


3 Pk & 3 Qk k 3 3 
नी ८2 [| 229 ese — 23) JD) 
Bie ol- È (2 fit 2 0/2- È Pil 


ह | Jt 3 Pa 2 
-2 4, -2 À; 
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4 DE! p3 3 @ = 02 2 03 हरे 
१0000 2 2 नटी पटी Ree) 
j= 
a न a L ४ | 
AW, ap) =i ? We > > N 


fafaa समाकल रूपान्तरों के अन्तगेत सार्वीकृत प्र-फलन के बिम्ब . 
यदि प्रतिबन्ध A तुष्ट हो तथा ०:>0, R(s4)>0 
mét thi 2, ..., ng; k=l, 2, 3 
R(n 3/2Łvk+ oe min 5.) Otel f, 2 ..., mn 
तो K(xli )7 2ls H*(z, 2०, 22 2, 23 23); Vis Və, Vg) Sts So Sg} 


2h+latls 


[t t t t t t 
[Caps aps ap» ०) (ei By» By» By) | z 


A b k hÀ) 
{rg ३ Arps (fo Hoye Ho) | Z, | sn 


Zi(s3[2)° x 


Z,(s,|2)%2 
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| 3. यदि प्रतिवन्ध 4 तुष्ट हो तथा ०५>0, (54) >0 
CTI A 
| Remick ok min se) >0, जहाँ h=l, 2, ..., 7; =], 2, 3. 
| 


| तो Wixi yl als H*(z, ३९०, 22 7702, Za 27); N+ Toh math (Ki +4, ra) 
(Kath, 79), (Kat 73); Si So, Sg} 


| | | | 
| lal la E t t t Z =o 
| p, q | (4५५ ap > ०५५ ap); (by; ७ É Br) | 5) 
{leo} क... 
! ULP. Qi £ k SS SSE Tee 
cy SE I (er > Àp > Ap); (fo, Hop Ho) } 292 
| 
| Miso, HJ k k Ú k ag 
[se i I) ) ((॥६--॥--॥॥५; ok), (cp; ¥p,)3 (dk; १८.) Zass | 
k=I, 2, 3 (kk--nk— lk, %)) ae) 


4. यदि प्रतिबन्ध 4 तुष्ट हो तथा ०।>0, R(S4)>0 


hi: 


शा, 4 ox min sit >0 Stet =] % UN 


तो M{xh ylz zls H*(z, x, 22 y%, टर 2०9); (k,+4; ri), (ks +-3, rs), (Katt ra): 
Si» ४2, Sg} 


x 0 
2, 4 t to ft ty lo ots Sori 
x [a > ap ap 2 ०५); (z; By n By > B, ) | Zisi 
(iee ol} 
H* » Ok PME BOF R È 2k -03 
k= || 9 2. 3 { (ep Ap, Ap); Sop Poy Ha) } Zasa 
(nkr, ॥/)) kok k k KA 
la 4; +- D) (@u—Ik=ËErg; ck), (Cp 5 yp); (४८७ गा) Zes | 
=I, 2, 3 2७-79 ०७) zo 
S. 


यदि प्रतिबन्ध A तुष्ट हो तथा ०६>0, R(s,)>0 


Ry l+o min st) >0, जहाँ ६3], 2, ..., në k=l, 2, 3. toe 
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= 


बापना तथा गोयल 
70 


तो Vix १72 zls H*(z, >ग, 22 702, 28 293); (ky, To), (Kos ra), (Kas ra); Sir Sas So} 


=$, So 3 x 
T ] 
lo ts ण्पु 
5 f | | Q 5 ap ap > ap ) (bg; By 9 By 9 B, ) | Zısı 
ef p, q 
MOEN ama Z 
{les || Í (कफ Any oy Fap rap } a 
i = k k | z š 
cas Dy Q) (=le; sp), (घाट ok); (Cp, yp); 353 
((mk +2, nk aE | 
(( Pires Iera) ka (ds %,) (६-८ ॥-- ५-१ ok) | 
j; ; 6. यदि प्रतिबन्ध 4 तुष्ट हो, ०४०0, R(Sk)>0, 


Rit I+op min sit) >0, जहाँ hk=l, 2, ..., n; fecil 2, 3. 


तो L{xh yl 203 H*(z, "०, Za 702, 23209): Si, S2 53} 


2 ty 
[caps ap» ap ap ) (bg; By > By > By | 
k k k k 2k 
k=, 2,3 { (ep: Ap: १, B (fo Hop Ho) } 


k 
(Ce ०0, 3%) 5 dai 5) ) 


Z) kuss ; 
pl 


: ue [pa (S2 y) ky (Se 
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2, Wis y, z); m या डे Ma +4 Na T$; (ki +4; r), (kott, ra); (kg+-4, ra): Si So Sa} 


7i 


í 
i ore 
| © > ||, G; आर | 
C oJo Jo 
| 
x Why #22974 (य x) Wkotil2ra (s2 y) Wky+4l29rg (ss 2) PEs, y, 2) dx dy dz. 
3. MP, y, 2); kith rh), (kott ra), (hss rs); Sp Se, Sa} 


| fe por ० a ° i, = x 
| ZR J | | (5, x) fri (s, y) ४४१2 (53 2)rhsrh2 o“UBsyxts9 tsa Q) 
oJoJo 


|| X Why काश (Sa X) Why Fiery (S2 Y) Whgrilesrg (Ss z) P(x, y, 2) dx dy dz. 

| 4. ViPS, y, Z); ki, r), (Kas ra), (Kas F3); S ७2, So} 

| Pr. fe | = Í 5 (s, XH? (Sg 9)78-॥2 (g, टोर 2 e-HPsrxts2 y+552) 
04०४० 

| x Whar X) Whyrry (52 I) Wira ७ 2) ४0५ Ys 2) dx dy dz. 

| 3. LP, y, z); Sr 32, 53} 

|] 


| =s s s ||. टायर gi, y, 2) dx dy dz. 
| 0 


0०0 


| विशिष्ट दशाएँ 


É . यदि Mi=P,=Q,=0 तो हमें जैन तथा गोयल” द्वारा परिभाषित A(x, y, 2) प्राप्त 


होता है । >> 


2. यदि m=p=q=0, ॥/,5८-४,८-०0,-० तथा सीमा को 2 >0 लें तो हमें गुप्ता तथा मित्तल 
हारा परिभाषित दो चरों वाला सार्वीकृत #-फलन प्राप्त होता है जो चतुर्वेदी तथा गोयल! एवं चतुर्वेदी ६० 
के फलन A*(x, y) में समानीत हो जाता Š । 


3. ऊपर दिये हुए प्रतिबन्धों के अतिरिक्त हम समस्त ०, 8', )/, ७, / 9 को एक के तुल्य 
रखते हैं तो हमें अग्रवाल! के द्वारा परिभाषित सावीकृत C) प्राप्त होता है । 


4. यदि m=p=q=0, M,=P,=0Q,=0, m,=n,=mə,=n,=p,=p|=qa=qs=0, 

तथा सोमाये Y, Z>0 हो तो हमें maal का #-फलन प्राप्त होगा जो माइजर के 6-फलन में समानीत 
l लनों 

हो जाता है यदि vp, =š, =. चूँकि माइजर का 0-फलन अनेक विशिष्ट फलनों का सार्वक्षित रूप होता 

है अत: हमें अन्य ज्ञात फलनो से H*(x, y, z) के सम्बन्ध प्राप्त हो सकते हैं । 
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विवेचना 
कलन H*(x, y, 2) को उन फाक्स-प्रकार के 7-फलनों से नहीं प्राप्त किया जा सकता है fing | 
हाल ही में श्रीवास्तव तथा पंडा”, सक्सेना?” एवं गोयल तथा जैन ने परिभाषित किया है क्योंकि 
इसके प्राचल 94-7५ तथा sh tu, StU रूप में भी पाये जाते हैं जो अन्यों में नहीं होते। साथ है 
समस्त ०, 8 इत्यादि qaraqa न होकर सम्सिश्र = x, y 2 के साथ-साथ स्वयं भी संमिश्र होते हैं। । 


इस प्रकार तीन चरों Fe Fr Fo, Fy इत्यादि वाले सरन के फलनों को सुगमतापूर्वक sm / 
किया जा सकता है क्योंकि जैन तया गोयल ने अत्यन्त लम्बे तथा पेचीदे प्रतिस्थापनों को gaga करके | 
इसे प्राप्त किया है (देखें जैन! भी) । अन्य शोध पत्र में इसकी विवेचना की जावेगी । 


निर्देश 


|. अग्रवाल, आर०पी०, प्रोसी०नेशनल इंस्टी०्साइंस, 965, 3iA, 536-546 


2. (a) चतुर्वेदी, के०के०, पी०एच०डी० Afaa, राजस्थान विश्वविद्यालय 969 


2. (b) चतुर्वेदी, toño तथा गोयल, ए० एन०, Indian Jour. Pure appl. Maths, I972, | 
3, 357-360 


3. paa, सी०, Trans. Amer. Math. Soc, I96], 98, 395-429. 
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g 
किं | 
a 
| 
| थेलिल सल्फाथायाजोल-कॉपर संकुल 
प्त | a ५ 
ah Fo शारदा गर्ग, वी० एस० पटेल तथा एस० एस० गुप्ता 
| रसायन प्रयोगशाला, मोतोलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 
| [प्राप्त--माचे 2,982] 
| सारांश 
| चालकतामूलक अनुमापन, स्पेक्ट्रमी अध्ययन तथा विश्लेषण आंकड़ों से ज्ञात होता है कि सल्फर 
| औषधियों में थैलिल सल्फाथायाजोल, काँपर के साथ एल्कोहलीय माध्यम में 2: संकुल बनाता है । संकुल 
2, | संरचना की पुष्टि अवरक्त स्पेक्ट्रम (I. R.) से भी की गई है। 
| Abstract 
| 


Phthalyl sulphathiazole : copper complex. By Km. Sharda Garg, V. S.Patel 
and S. S. Gupta, Chemical Laboratories, Motilal Vigyan Mahavidyalaya, Bhopal. 


Phthalyl sulphathiazole [Benzoic acid, 2-(4-{(2-thiazolylamino)-sulfonyl} 
phenyl amino) carbobyl], a sulpha drug, forms 2:! complex with copper in alcoholic 
solutions as indicated by conductometric titrations, spectrophotometric studies and 
analytical data. Structure assigned is supported by J. R. spectral bands. 


ee थैलिल सल्फाथायाजोल (I) [बेंजोइक प 2-(4-(2-थायाजोलिल एमीनो)-सल्फोनिल ) 
मीनो) कार्बोत्तित] एक सल्फर औषधि है । Fe, Co, Ag, Au, Cu जैसी संक्रमण धातुरयं 
य से हो आयुर्वेदिक, यूनानी तथा ऐलोपैथिक औषधियों में प्रयुक्त होती Š Ú कोशल तथा सहा- 

ने कई धातु सल्फोनामाइड संकुल तैयार किये हैं तथा उनमें से कुछ अपनी मुल औषधियों से 


अधि ñ sae A में रखते हये x 
y के उदयाची सिद्ध हुये ë । इसी तथ्य को ध्यान में रखते हुये प्रस्तुत शोधपत्र में थैलिल सल्फाथाया- 
कोपर संकुल वणित किया गया है | 


CN f s ; : ee: 
ee 
= ५०८ s, ee 
O—OH Í | í oe: 
N CH 


© 


a) 


£ 
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शारदा गर्ग, पटेल तथा गुप्ता 


प्रयोगात्मक 


संकुल का संयोजन : 

(अ) थैलिल सल्फाथायाजोल (0.0 IM) तथा agia क्लोराइड (0.02M) के मानक 
विलयन परिशुद्ध एथेनॉल में बनाये गये । लीगेन्ड के l0 मि०्ली० विलयन को 50 मि० मी० तक तन 
किया गया तथा उसका अनुमापन धातु विलयन के साथ 'तोसनीवाल' चालकतामापी द्वारा 28° Fo पर 
किया गया । आयतन संशोधन के बाद चालकता तथा धात्विक आयतन के बीच ग्राफ खींचा गया । प्राप्त 
परिणाम 2:! थैलिल सहफाथायाजोल-कॉपर संकुल की पुष्टि करते हैं । 


— 
` 


° 


& 


® 


Conductance x 70” 


> 


05 7 7 
à Metal ml. 


चित्र | चालकता तथा धात्विक आयन का आरेख 


6 


ब) ` स्पेक्ट्मापी अध्ययन द्वारा वोसवगं तथा कूपर [0] का प्रयोग करते हुये भी संकुल कीं a t 
š किया गया š । इसके लिये, थैलिल सल्फाथायाजोल तथा क्युप्रिक क्लोराइड ( ool 25 A 
uM) शुद्ध एथेनॉल š तैयार किये गये समआणविक विलयन es Melt ji! a s 
T के मिश्रण लिये गये तथा अवशोषण ज्ञात किया गया । प्राप्त परिणाम से 24 aS | 


द्वारा अवशोषण अध्ययन से केवल 2: iq 


+ - 
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| A 0-52xi0 © 
| 0:4 b,= H-98xio 6 
| az= -08xio"6 

b= 8-9!xt0~§ 


A Absorbance 
° 
t° 


| 0 $ q 


| 0-0 I i आओ T: — 
| ofi2 4/8 , 8/8 2/0 
Mole Metal Ligand Ratio 
चित्र 2 अवशेषण तथा मोल धातु-लिगेंड अनुपात का आरेख 
वियोजन तथा विश्लेषण 


बैलिल सल्फाथायाजोल (2 ग्राम) तथा क्युप्रिक क्लोराइड (0.42 ग्राम) को अलग-अलग परि 
शुद्ध एल्कोहूल की अल्प मात्रा में घोला गया । लीगेन्ड तथा धातु के विलयन को संतत विलोडन के साधः 
मिलाया गया तथा 2 घंटे तक रिफ्लवस किया गया | विलायक की .कुछ मात्रा को आसुत करके निकाल 
दिया गया तथा अवशेष को 24 घंटे के लिये रख दिया गया । फल स्वरूप हरे रंग का संकुल प्राक Gar [SS 
छानकर तथा एल्कोहल से धोकर शुद्ध क्रिया गया । प्राप्ति l ग्राम; संकुल 245° से० Te पिघलतां ë । ` 


संकुल में Cu 7. 43, C 48. 6, H 3. 7],N 9.76 तथा S 5.] प्रतिशत पाये गये 
जबकि (2,,प,,0,0 .5 )2 Cu में सिद्धांत: Cu 7.30; C 46.96, H 3.0, N 9.66 तथा ऽ 
I4.74 प्रतिशत होना चाहिये । 


विवेचना 


उपयु क्त परिणामों के आधार पर थैलिल सल्फाथायाजोल-कॉपर संकुल को संरचना (|) द्वारा 
निरूपित किया जा सकता है । 


रक्त | 

M 

A or Sx Co—NH — \ 

a = i 
—-C0—0H N ch 
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संरचना की पुष्टि अवरक्त स्पेक्ट्रम (LR.) अध्ययन द्वारा भी होती है जिसमें धातु-नाइट्रोजन 
क्सीजन का अवशोषण बैंड 675०7 ? पर प्राप्त होता 


का अवशोषण बैंड 635 cm-l पर तथा Ig alt I 
है । संकुल का स्थायित्व स्थिरांक (Log ८573) तथा तदनुसार मुक्त ऊर्जा परिवर्तन (॥॥---7.68 
किलोकैलोरी प्रति मोल) ज्ञात किया गया | 

कुतज्ञता-ज्ञापन 


i शोधकार्यं की सुविधाएँ प्रदान करने के लिये लेखक मोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 
के प्राचार्य डा०के० सी० निगम के आभारी हैं | लेखकों में से एक (कु०शारदा गर्ग) जूनियर रिसर्च फेलो- 
शिप के लिये सी०एस० आई० आर० के भाभारी है | 

निर्देश 
l गुप्ता, एस० एस० तथा कौशल, आर०, जर्न इंडियन केमि० सोसा०, 974, 5I,649 


2. गुप्ता, एस० एस०, सिद्दीकी, एस० तथा कौशल, आर०, ado इंडियन केमि० Mato, ।974, 
5l 769 


3, गुप्ता, एस० एस० तथा कौशल, आर०, जर्न० इंडियन० केलि० सोसा०, | 975,52, 642 


4. गुप्ता, एस० एस०, सिद्दीकी, एस० तथा कौशल, आर०, Gao इन्डियन केमि० सोंसा० ।976, 
53, 242 


5, गुप्ता, ugo Udo, सिद्दीकी , एस० तथा कौशल, आर०, साइंस एन्ड कल्चर, 977, 43, 443 


6. गुप्ता, एस० एस० तथा कोशल, आर०, विज्ञान परिषद्‌ अनु० पत्रिका, ।978, 24 (3), 253 


7. गुप्ता, एस०एस०, गुप्ता, fo कुमुद तथा कौशल, Alto, विज्ञानपरिषद्‌ अनु० पत्रिका, | 978,2 
(3), 26 Í 


I 8. गुप्ता, एस० एस० तथा गुप्ता, कु० कुमुद, विज्ञान परिषद्‌ अनु० पत्रिका, 980, 23 (4), 65 


9. गुप्ता, एस० एस० तथा कौशल, भार०, विज्ञान परिषद्‌ अनु० पत्रिका, 977, 20 (3), 223 


!0. aaa, डब्ल्यू” सी० तथा कूपर, सी० आर०, जनं० अमे० केसि० सोसा०, | 94l, 63, 
437; 942, 64, 630 


Il, जाब, dre, एन कीम०, l928, l0, ।]3; 936, 3, 97 
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थायोमलिक अम्ल की सहायता से Ce(IV) का एस्पियरीय अनुमापन 


alo पी० अग्रवाल, रजनी, तथा एस० पी० खटकड़ 
रसायन विभाग, मर्हाष दयानन्द विश्वविद्यालय, रोहतक 


[प्राप्त--अक्टूबर ]0, 982] 
सारांश 


IM पोटैशियम कार्बोनेट विलयन माध्यम में थायोमैलिक अम्ल (TSH) अनुमापक की सहायता से 
बिदुपाती पारद इलेक्ट्रोड पर Ce(IV) के एम्पियरीय अनुमापन की एक नई विधि प्रस्तुत की गई है। 
इस माध्यम में Ce (IV) की कैथोडी तरंग तो पहले से ही ज्ञात थी परन्तु देखा गया कि TSH भी 
अपनी सामान्य एनोडी तरंग (E}=—0.52V Vs S.C.E.) देता है । अनुमापन वोल्टता (—0.3V) 
दोनों ही स्पीशीज के विसरण धार क्षेत्र में पड़ती हैं। दोनों के मध्य कोई अभिक्रिया नहीं होती तथा 
अनुमापन का आधार कुछ अन्य ही कारक प्रतीत होते हैं । TSH:Ce(IV) मोलर अनुमापनी अनुपात 
।:5 है तथा अनुमापन 2.5 X [0-५] 5५ 0-4M Ce (IV) सांद्रवा-परिसर में संभव है । 


Abstract 


Amperometric determination of Ce (IV) with the help of Thiomalic acid. By | 


O.P. Agrawal, Rajani and S. P. Khatkar, Chemistry Department, Maharshi Da- 
yanand University, Rohtak-!2400l. 


Ç i A new amperometric method for the determination of Ce(IV) at d. m. e. 
me the use of thiomalic acid (TSH) as titrant in ! M K,CO,; medium is repor- 
` Titration voltage (—0.3V vs S.C.E.) falls in the diffusion region of both 
es While a cathodic wave of Ce (IV) is known, TSH was found to give a 
creer RS controlled, one electron anodic Wave (a) in this 
titration A ० chemical interaction between the two species is indicated nor the 
current of wane perfect compensation of cathodic current of Ce (IV) by the anodic 
मर बल त Bh However, the compensation effect along with changing polarogra- 7 
Cteristics of the two species in presence ofeach other seems to be respon- 


Sible ६ š ; 
Pa or the TSH : Ce (VI) titrimetric molar ratio of I:5 in the cerium cocentration 
°° of 2.5x0-sM—5 I0-°M. Es 
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यह ज्ञात है कि पोटैशियम कार्बोनेट बिलयनों के माध्यम में Ce(IV) अ भब 

र्‌ है जो बिन्दुपातीः पारद इलेक्ट्रोड पर उसके एक इलेक्ट्रॉन Oy से sm होती है : ; Nh 
= गे इसी . उपयोग Ce(IV) के एम्पियरीय अनुमापन के लिए किया है । च्‌ is Pr 
5 कार्बोनेट की सांद्रता 0.75M से कम होने पर Cel IV) अवक्षेपित हो जाता है D) अतः 
माध्यम के रूप Ñ |M पोटैशियम कार्बोनेट विलयन का प्रयोग किया गया । 


प्रयोगात्मक 


सभी अनुमापन, बिदुपाती पारद इलेक्ट्रोड (d.m.e.) पर m = मानक is के रूप 
मं संतृ्त कैलोमेल इलेक्ट्रोड (9.0.-) का प्रयोग किया paul समी aan के | pee "a द्वारा 
निर्मित हस्तचालित पोलैरोग्राफ का उपयोग किया गमा । अन्वेषण काय मे प्रयुक्त T क लिपिक 
श्रोणी के थे तथा उनके विलयन दुबारा आसुत जल में बनाये गये थे । प्रतिदिन 9 — 5% शुद्ध याल 
अम्ल (TSH) का ताजा विलयन बनाया जाता था । Ce(IV) के स्रोत के रूप में a यौगिकों का EN 
किया गया--सीरिक सल्फेट तथा अमोनियम टेट्रासल्फेटोसीरेट (सीरिक अमोनियम सल्फेट) । इन दोनों ही 


& च्छ re 
योगिकों के संग्रह विलयनों में सल्फ्यूरिक अम्ल की सांद्रता O.5N रखी गई थी] | 
सभी प्रयोगों के दौरान शोधित नाइट्रोजन का वातावरण बनाये रखा गया । 


परिणाम तथा विवेचना 


लेखकों ने देखा कि थायोमैलिक अम्ल IM कार्बोनेट विलयन में भी अन्य माध्यमों को भाँति? 
अपनी सामान्य एनोडी तरंग देता है । इस माध्यम में इसकी अर्घतरंग वोल्टता (E})--0.52V पायी 
गयी | Ce (IV) के एम्पियरीय अनुमापन के लिए इसी अम्ल को अनुमापक के रूप में प्रयोग i 
गया । सभी अनुमापन —0.3V पर किये गये। स्मरणीय है कि ag वोल्टता Ce(IV) तथा TSH, दोनों 
के ही विसरण धारा क्षेत्र में पड़ती हैं। Ce (IV) में TSH अनुमापक की थोड़ी-थोड़ी मात्रा मिलाते 
जाने पर पहले तो कैथोडी धारा क्रमशः कम होती गई और फिर एनोडी धारा में परिवर्तित हो कर बढ़ती 
गई । इस प्रकार एम्पियरीय वक्र की दो भुजायें (कैथोडी तथा एनोडी) प्राप्त हुईं जो एक दूसरे को 
TSH : Ce (IV) के मोलर सांद्रता अनुपात :5 पर काटती थीं | इस शून्य-विक्षेप fag (null point) 
पर कैथोर्डी धारा नगण्य सी ही शेष रहती Š | उपयु क्त अनुपात के आधार पर दोनों ही योगिकी क 
Ce(LV )ar भनुमापन 2.5 >]0*9॥--5 x 0४0 सांद्रता परिसर में अत्यन्त परिशुद्धता के सार्थ aa 
हुआ यद्यपि अधिक qiz Ce (IV) विलयनों के अनुभापनों में अत्यधिक afz पाई गई | सारणी | * 
सम्मिलित सभी सांद्रताओं के अनुमापन तीन बार किये गये । 2.5५८ l 0M. से अधिक तनु Ce(IN) 
विलयनों के अनुमापत की चेष्टा नहीं की गई क्योंकि कैथोडी धारा बहुत कम हो जाती है । अनुमापतों १ 
दौरान Ce (IV) में TSH मिलाने पर सेल के विलयन के रंग में कोई परिवर्तन नहीं हुआ । 


st अनुमापत -0.8\ पर भी करने का प्रयत्न किया गया । स्मरणीय है कि ६ 
Ce (IV) के विसरण धारा क्षेत्र में पड़ती है, यहाँ TSH तरंग अनुपस्थित रहती 


n Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Loup tian i and eGangotri Kim... 
अग्रवाल, रजनी तथी? GEE | 


Moe Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


Ce(LV) का एम्पियरीय अनुमापन 79 


| सीरिक सल्फेट के अनुमापन के प्रयत्न असफल रहे क्योंकि क्रमशः TSH मिलाने पर Ce (IV) की कँथोडी 
I धारा में अत्यन्त सीमित सी ही कमी होती है ओर कोई विश्वसनोय एम्पियरीय वक्र नहीं बन पाता । 
| स्मरणीय है कि —0.3 V की अपेक्षा --0.8V पर धारा-मान अधिक रहता है । ऐसा तरंग की विशिष्ट 
| प्रकृति के कारण होता है (fg) í फिर भी दोनों ही वोल्टताओं पर तरंग विसरण-नियंत्रित है तथा 
उसकी gare Ce(IV) सांद्रता की समानुपाती है । अमोनियम टेट्रासल्फेटो सीरेट के साथ 0.8 पर 
अनुमापन के प्रयत्न नहीं किए गये क्योंकि इसकी तरंग 0.4७ के पश्चात्‌ विकृत हो जाती है (चित्र ]) । 


| 2:0 | 4 
| | im पोटैशियम कार्बोनेट विलयन 5x0 M Ce (४) तरंग 
I u) सीरिक सल्फेट 

| (i) अमोनियम टेट्रासल्फेटोसीरेट 


—> CURRENT, A 


—— VOLTAGE, V 


| 
| 


faa l 


3V पर ही इसी अनुमापन को उल्टी प्रकार से करने के प्रयत्न भी असफल रहे । TSH 
विलयनों में Ce (IV) विलयन क्रमश: मिलाने पर एनोडी धारा का धीरे-धीरे उन्मुलन तो हुआ परन्तु न 
तो कोई विश्वसनीय एम्पियरीय वक्र बन सका और न ही कोई निश्चित स्टोइकीयोमीट्री प्राप्त हुई । 


लावेली एवं सहयोगियों! के अनुसार अम्लीय माध्यम में Ce(IV), TSH को उपचित कर देता 
है । कार्बोनेट के क्षारकीय माध्यम में लेखकों को ऐसा कोई संकेत नहीं मिला। यह इसी से स्पष्ट है कि 
—0.8V पर जहाँ TSH का विसरण धारा क्षेत्र अनुपस्थित है, अनुमापत संभव नहीं हो सका, क्योंकि 
Ce(LV) की कैथोडी धारा में अत्यन्त सीमित सी कुमी हुई । ऐसी दशा में --0.3 V पर अनुमापत संभव 
होने का कारण यह लग सकता है कि शून्य विक्षेप बिंदु पर Ce(IV) की कैयोडी धारा TSH को एनोडी 

धारा द्वारा pis संतुलित हो जाती Š | परन्तु यह भी पूणं सत्य नहीं है क्योंकि किसी भी सांद्रता के लिए 
९0४) की धारा TSH की घारा की पंचमांश नहीं है। --0.3ए पर सल्फेट का ide का मान 
l.43-F0.0 था तथा अमोनियम ेट्रासल्फेटोसीरेट का 2.04£0.0] जबकि TSH के लिए यह मान 
था 2.24-F0.0 । ऐसी दशा में प्रश्‍न उठता है कि शून्य विक्षेप बिन्दु के प्रदुर्भाव का कारण क्या ह? 
इसका उत्तर पाने के लिए TSH एवं (0०८९) के मिश्रण विलयनों के पोलैरोग्राम लिए ही इन प्रयोगों | 

के समूह में एक TSH की एक निश्चित मात्रा (5 0-5M) ली गई तथा TSH : Ce (fr 
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सारणी | 
सीरिक सल्फेट तथा अमोनियम टेट्रासल्फेटोसीरेट बिलयनों का —0.3V पर थायोमैलिक अम्ल 
की सहायता से अनुमापन 
Ce (IV) विलयन की TSH :Ce(IV) मोलर अनुमापनी M O जल त्याणा मोलर agate प्रतिशत परिसर प्रतिशत परिसर 
सांद्रता (C) अनुपात l5 के आधार पर परिकलित 
Mx L03 Ce(IV) विलयन की सांद्रता (> | 0?) 
MOS ________== 
0.025 0.025 0.0 
0.050 0.050 0.0 
0.00 0.00 0.0 
0.250 0.250 0.0 
0.500 0.500 4 0.0 


0.525—0.532 -30.0. . . 29.07 
0.500—0.5I5 -50.0. . . --48.5 


2.00—2.052 --60.0. . . -58.96 


सारणी 2 
5% |0 5 TSH की उपस्थिति में सीरिक सल्फेट की कैथोडी धारा 


4:5 TSH Ce (V) —0.3V पर कैथोडी धारा 0.8५ पर कैधोडी 
अनुपात की अपेक्षा धारा 
. Ce (IV) की अधिकता- 
M 


अपेक्षित प्रेक्षित अपेक्षित प्रेक्षित 
HA uA uA pA 


SX I0S 0.3575 0.054 0.480 0.243 


~0 0.288 0.l62 


0.096 
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सदैव l:5 से अधिक रखा गया ताकि अनुमापन-अनुपात से अधिक Ce (IV) की धारा का अध्ययन किया 
जा सके (सारणी-2) । इसी प्रकार दूसरे समूह में सीरिक सल्फेट की मात्रा निश्चित (Sx 0 4M) रखी 
गई तथा TSH Ce(IV) अनुपात ।:5 से सदैव कम, ताकि बचे हुए TSH की धारा का अध्ययन किया 
जा सके (सारणी 3) | 


सारणी 3 


sx ।0~\M सीरिक सल्फेट की उपस्थिति में TSH की एनोडी धारा 


TSH की कुल सांद्रता I:5 TSH-Ce(IV) —0.3V पर एनोडी धारा टिप्पणी 
M अनुपात के आधार पर अपेक्षित रक्षित 
TSH की अधिकता 
M LA LA 
- lO 4 3% I0- 0.672 0.978 
faa iale 
3% L074 2x I0-4 0.448 074 मान स्थिर 
नहीं हैं । 
2% I07$ Ix L0-4 0.224 0.420 


सारणी 2 एवं 3 से स्पष्ट है कि एक दूसरे की उपस्थिति में दोनों स्पीशीज के धारा-मानों में 
परिवर्तेन आ जाता है । 


सारणी 2 से स्पष्ट है कि TSH की उपस्थिति में l:5 अनुपात से अधिक का Ce (V) भी 
—0.3V पर लगभग शुन्य या अत्यल्प धारा उत्पन्न करता है । स्पष्टतः Ce (LV) की पोलैरोग्राफिक 
विशिष्टताओं में परिबर्तन हो जाता है । यह स्थिति — 0.8V पर और स्पष्ट हो जाती हे । सारणी 2 में 
इस वोल्टता के धारा संबंधी आंकड़े इस मान्यता पर आधारित हैं कि यहाँ भी केवल L:5 अनुपात से अधिक 
की ही Ce (LV) धारा उत्पन्न करेगा । स्पष्टतः यह मान्यता ठीक नहीं है वयोंकि इस बात का उल्लेख 
किया जा चुका है कि अनुमापनों के दौरान इस वोल्टता पर कंथोडी धारा का बहुत सीमित उन्मूलन ही 
हो पाता है । फिर भी ये आँकड़े कम से कम यह तो स्पष्ट कर देते हैं कि TSH की उपस्थिति में सभी 
वोल्टताओं पर Ce (IV) की धारा कम ही रहती है l दूसरी ओर सारणी 3 से स्पष्ट है कि Ce (IV) 
की उपस्थिति में TSH की धारा बढ़ जाती है । ज्ञातव्य है कि धारा मानों के अतिरिक्त तरंगों में अन्य 
कोई विशेष परिवतंन दृष्टिगोचर नहीं हुआ । 


ऐसी दशा में शून्य विक्षेप fag के प्रादुर्भाव के बारे में निश्चित रूप से कुछ भी नहीं कहा जा 
SET । अतः यह तकेसंगत लगता है कि शुन्य विक्षेप की स्थिति लाते में कैथोडी-एनोडी धाराओं का कुछ 


= 
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सीमा तक संतुलन तथा परिवर्तनशील पोलैरोग्राफीय विशिष्टता el उत्पन्न कर देती 
हैं जिसमें Ce (IV) के एक विशेष सांद्रता परिसर के लिए र 5 TSH : Ce न ) अनुमापी अनूपात 
निश्चित हो जाता है । स्पष्टतः 5 XL 0 AM से अधिक aiz Ce (IV) विलयनों में इन दोनों कारकों के 
मध्य साम्य स्थिति नहीं बन रह पाती और तब Ce (IV) की उपस्थिति में बढ़ती हुई TSH की ऐनोडी 
धारा (सारणी 3) के कारण अनुमापन अनुपात liS से a बढ़ता चला जाता हैं जिसके कारण अब 

| पहले से कम TSH, Ce(IV) के साथ शून्य विक्षेप स्थिति पैदा करर में समर्थ हो जाता है । फलस्वरूप, 
अनमापनों में अत्यधिक ऋणात्मक fe दृष्टिगोचर होने लगती है (सारणी l)( सेल विलयन में Ce(IV) 
की अपेक्षा 20 गुणा अधिक सांद्रता में उपस्थित होने पर भी निम्नलिखित स्पीशीज, अनुमापन की शुद्धता 
को किसी भी प्रकार प्रवाहित नहीं करतीं :- 


Na (), Mg (ID, Al (गा), बैनेडेट, मॉलिब्डेट, टंगस्टेट, Cl”, Cha COO , OX*,NO,-, 
SO,2- एवं S,Os2 | यह भी ज्ञातव्य है कि सेल विलयन में इन सभी स्पीशीज के एकसाथ उपस्थित 
रहने पर भी अनुमापत पूर्ण शुद्धता से सम्पन्न किये जा सकते हैं । परन्तु इन प्रयोगों के लिए 
Ce (५) को किसी भी सांद्रता के लिये, प्रत्येक स्पीशीज की सांद्रता बरावर तथा अधिकतम 
2.5>॥0-/॥ रखी गई । ऐसा विलयन को अतिसंतृप्त न होने देने के लिये किया गया । Ba(ID तथा 
€०(]]) agat को तभी प्रभावित करते हैं जब सेल विलयन में उनका सांद्रण Ce(IV) की अपेक्षा दो 
गुणा से अधिक हो जबकि Mn(ID, Ce (Il) के लिये यह मात्रा Ce (IV) के बराबर से अधिक की है | 
Cr (IID), Ni (II) एवं Zn (JD) की सेल विलयन में Ce (IV) की अपेक्षा पाँच गुणा तक अधिक उप- 
स्थिति से अनुमापन अप्रभावित रहते हैं जब कि Cu (ID की पूर्ण अनुपस्थिति अनुमापनों की शुद्धता के 
लिये अनिवायं है । Hg (ID, Fe (ID एवं Mn (VII) से Ce (IV) के अनुमापन तभी तक अप्रभावित 
रहते हैं जब तक उनकी सांद्रता सीरियम को अपेक्षा /25 गुणा से अधिक न हो । 
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सारांश 


किसी भी सेमीनार या गोष्ठी को कार्यशील करने के लिए गोष्ठी या सेमीनार से सम्बन्धित 
भागीदारों को किसी एक स्थान पर इकट्ठा होना पड़ता है । सेमीनार के गन्तव्य स्थान तक पहुँचने के लिए 
काफी लम्बी यात्रां भी करनी पड़ती हैं। कभी-कभी समयाभाव अथवा व्यक्तिगत कारणों से 
भागीदार लोग सेमीनार अथवा सम्बन्धित गोष्ठी में सम्मिलित नहीं हो पाते हैं। प्रस्तुत लेख में भारत 
में उपग्रह के माध्यम से आयोजित कुछ प्रमुख गोष्ठियों के तकनीकी एवं लाभदायक पहलुओं पर प्रकाश 
डाला गया है। इनमें से एक गोष्ठी का आयोजन “uqa” उपग्रह के माध्यम से किया गया जिसके 
अन्तगंत भारत के प्रधान मंत्री ने एपल उपग्रह को देश को समपित किया तथा इस कार्यक्रम में दिल्ली 
ओर अहमदाबाद के लोगों ने इस प्रकार भाग लिया जैसे वे. एक दूसरे के सामने बैठे हों । दुसरो उपग्रह 
गोष्ठी के अन्तर्गत उपग्रह के द्वारा एक सेमीनार का आयोजन किया गया, जिसमें दिल्ली, मद्रास, 


अहमदाबाद एवं कलकत्ता से लोगों ते भाग लिया । 


Abstract 


Satellite conferences held in India. By O. P. N. Calla, Chairman, Communica- 2 
rea, Space Applications Centre, Ahmedabad, M. L. Hasija, and Kali Shanker, 
Barth Station, Space ApplicationsiCentre, New Delhi. १ 
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to attend a seminar Ora meeting and sometimes it becomes impossible to attend 
these seminars or meetings due to lack of time and various other personal reasons, 
This paper has dealt with the technical and useful aspects of some of E satellite 
conferencing events held in India. Among these, one of the satellite conferencing 
events was the inaguration of ‘APPLE? Satellite via ‘APPLE’ Satellite by the Prime 
Minister of India in which the people from Delhi and Ahmedabad took part in such 
a way as if they were sitting before each other while the reality was that they were 
sitting thousands of kilometers away from each other. Another satellite conferencing 
event was the conductions of a satellite seminar attended by the people sitting at 
Delhi, Madras, Ahmedabad and Calcutta. 


I. परिचय 


उपग्रह संचार आधुनिक संचार प्रणाली की एक महानतम देन है । :पृथ्वी के विशाल क्षेत्र में 
संचार व्यवस्था स्थापित करने की क्षमता रखने के कारण उपग्रह संचार प्रणाली का प्रयोग विभिन्न दूरस्थ 
स्थानों एवं मोगोलिक दृष्टि से पहुँच के बाहर के लोगों के बीच विभिन्न प्रकार के सेमीनार एवं गोष्टियों 
का आयोजन करने के लिए किया जा सकता है । उपग्रह के माध्यम से आयोजित इन शोष्टठियों या सेमी- 
नारों को निम्नलिखित दो श्रेणियों में विभाजित किया जा सकता है: 


(क) आडियो उपग्रह गोष्ठियाँ 
(ख) वीडियो उपग्रह गोष्ठियाँ 


आडियो उपग्रह गोष्ठियों में विभिन्न दूरस्थ स्थानों से भाग लेने वाले भागीदार केवल एक दूसरे 
के विचारों को सुन सकते हैं लेकिन एक दूसरे को देख नहीं सकते । वीडियो उपग्रह गोष्ठियों में एक दूसरे 
के विचारों को सुनने के साथ-साथ एक दूसरे को देखा भी जा सकता है, जिससे ऐसा आभास होता है कि 


गोष्ठी में भाग : लेने वाळे सारे भागीदार जैसे एक दूसरे के आमने-सामने बैठे हों जबकि वास्तव में वे एक 
सरे से सैकड़ों एवं हजारों मील दूर बैठे होते हैं । 


मानव सभ्यता के विकास के साथ-साथ लोगों का व्यक्तिगत जीवन इतना व्यस्त होता जा रहीं है 
E कभी-कभी किसी विशेष स्थान या किसी विशेष शहर में जाकर किसी सभा या समारोह में भाग लेना 
ले तथा कभी-कभी कुछ विशेष व्यक्तिगत एवं अन्य परिस्थितियों के कारण बिल्कुल ही असम्मर ही 
E । इसका एक प्रमुख कारण गन्तव्य स्थान तक पहुँचने के लिए लम्बी दूरियों का तय करता है 
RER काफी धन होता है । अमरीका में एक सर्वेक्षण के अनुसार अमरीका में ऊर्जा के विभिन्न साधती 
पर होने वाले खच का एक चौथाई हिस्सा यातायात पर खर्च किया जाता ठै। जनसंख्या के बढरे 
TEA यह खर्च और भी बढ़ सकता है तथा इस तरह की परिस्थिति अपने देश में भी आ सकती हैं! 
लोगों का एक शहर में जाकर दुसरे शहर के अन्य लोगो से मिलने के तरीके को संदेश धरि 
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इनफार्मेशन प्रोसेसिंग) कहते हैं । संदेश प्रक्रिया का यह तरीका संचार साधनों जैसे उपग्रह संचार तकनीक, 
aq तकनीक या कोएक्सल केबल संस्थान प्रयोग करके की जा सकती है जिसके अन्तगंत लोगों को 


d | x 

. | ed की से छुटकारा मि ता है तथ अन T 

A | अनावश्यक आवागमन की समस्या से छुटकारा मिल सकता है तथा इस प्रकार अनावश्यक यात्राओं तथा 
at उन पर होने वाले खर्च को काफी कम किया जा सकता है । कुछ प्राप्त आंकड़ों के आघार पर इस तथ्य की 
| a ` >> S S Sa 

l पुष्टि दो लोगों के द्वारा 600 कि० मी० की यात्रा करके किसी अन्य शहर में जाकर दो लोगों से मिलने 


i में खर्च ऊर्जा की उन्हीं दो लोगों के द्वारा गन्तव्य स्थान के दो लोगों से उपग्रह के माध्यम से मिलने में 
खर्च ऊर्जा से तुलना करके को जा सकती है । भगर रेल यात्रा का प्रयोग किया जाय तो उसमें वीडियो 
उपग्रह गोष्ठी की अपेक्षा चार गुना ज्यादा ऊर्जा खर्चे होगा तथा अगर आडियो उपग्रह गोष्ठी का प्रयोग 
| किया जाय तो रेल यात्रा सम्पादित गोष्ठी में 300 गुना ज्यादा ऊर्जा खर्चे होगा | 


| विदेशों में इस प्रकार की गोष्ठियों का आयोजन होता रहा है । अमेरिकी अन्तरिक्ष संस्था नासा 
| ने “अपोलो” कार्यक्रमों के बीच बहुत सी उपग्रह गोष्ठियों का आयोजन किया था । इसमें कई बार तो 
| LI संस्थाओं तक ने भाग लिया । उपग्रह गोष्ठी के प्रत्येक केन्द्र से पचास-पचास लोगों ने गोष्ठी में भाग 


| लिया तथा अपने-अपने विचार रखे । “अपोलो” कार्यक्रमों का तकनीकी एवं उपयोगिता का विश्लेषण 
W, 9 S & - ` 
| करना “तासा” के द्वारा आयोजित इन उपग्रह गोष्ठियों का मुख्य उद्देश्य था। अमरीकी विश्वविद्यालयों 


एवं कालेजों में विशेष विषय की कक्षाओं का आयोजन भी उपग्रह प्रणाली के माध्यम से होता है | 


2. उपग्रह गोष्ठियों का तकनीको संस्थान 
उपग्रह गोष्ठियों का तकनीकी संस्थान चित्र () में दिखाया गया है । 


उपग्रह गोष्ठियों को सम्पादित करने के लिए निम्नलिखित उपकरणों एवं संस्थानों की आवश्यकता 
पड़ती है : 


(क) स्टूडियो उपकरण 
(ख) उपग्रह 


SAS r ==) NA 


(ग) भू-उपग्रह केन्द्र 


स्टूडियो उपकरणों की मदद से गोष्ठी सभा की गतिविधियों को विद्युत सिगतल में pas 

करके उसे भू-उपग्रह केन्द्र को भेजा जाता है | भू-उपग्रह केन्र इस सिगतल को उपग्रह की ओर भेजता R 

T गोष्ठी में माग लेने बाले भू-केन्द्र प्रात्त करके उसे सम्बन्धित स्टूडियो एवं गोष्ठी कक्ष में भेज 
हैं। 


3. भारत में उपग्रह गोष्ठियाँ 


के भारत में भो तरह-तरह की उपग्रह गोष्ठियों एवं समारोह का आयोजन दो प्रमुख उपग्रहों 
SEWU एवं “एपल” को प्रयोग करके क्रिया गया | ये उपग्रह गोष्ठियाँ निग्नलिखित हैं: 
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वीडियो उपग्रह गोष्ठी 
(क) एपल उपग्रह का उपग्रह उद्घाटन समारोह 
(a) सिम्फोनी उपग्रह के द्वारा सेमीनार 
(ग) सिम्फोनी उपग्रह के द्वारा रायस्टिग (पश्चिमी जमनी) एवं नई दिल्ली के बीच उपग्रह 
गोष्ठी | 


भाडियो उपग्रह गोष्ठी 
(क) इन्डियन इंस्टीट्यूट ऑफ टेक्नालॉजी, कानपुर एवं अन्तरिक्ष उपयोग केन्द्र अहमदाबाद के 
बीच उपग्रह गोष्ठी i 


(उ) बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी एवं अन्तरिक्ष उपयोग केन्द्र, अहमदाबाद के बीच 
उपग्रह गोष्ठी । 


4. उपग्रह के द्वारा “एपल” का उद्घाटन समारोह 


l3 अगस्त 98 को भारत की प्रधान मन्त्री ने “uqa” उपग्रह को देश को समर्पित किया । 
यह उद्घाटन समारोह एपल उपग्रह के द्वारा दिल्ली भू-केन्द्र और अन्तरिक्ष उपयोग केन्द्र अहमदाबाद के 
विक्रम हाल के बीच सम्पन्न हुआ जहाँ “uqa” उपग्रह के निर्माण से सम्बन्धित वैज्ञानिक एवं अभियन्ता 
बैठे हुए थे । 20 मिनट का यह समारोह एपल के माध्यम से कलकत्ता, मद्रास, पूना एवं बम्बई में भी 
देखा गया । यह एक वीडियो उपग्रह गोष्ठी थी । 


चित्र 2 एपल उपग्रह उद्घाटन समारोह का हश्य 
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दिल्ली भू-केन्द में प्रधान मन्त्री का स्वागत भारतीय अन्तरिक्ष अनुसन्धान संगठन के Sushi 
किया | उसके बाद भारतीय अन्तरिक्ष अनुसन्धान संगठन के चेयरमैन ने अहमदाबाद के विक्रम 
बैठे हुए पाँच प्रमुख वैज्ञानिकों का परिचय एपल उपग्रह के द्वारा प्रधान aii कराया। aang 
ये वैज्ञानिक खड़े होते गये तया प्रधान मन्त्री का हाथ जोड़कर अभिनन्दन करते गये । उसके वाद m 
मन्त्री ने “एपल” उपग्रह को देश को समर्पित किया | उसके वाद केन्द्रीय संचार मन्त्री एवं Fay A 
एवं प्रसारण मन्त्री ने भाषण दिया | तत्पश्चात विक्रम हाल में बैठे हुए दूरसंवार अनुसन्धान के 
निदेशक, दूरदर्शन विभाग के डाइरेक्टर जनरल एवं अन्तरिक्ष उपयोग केन्द्र अहमदाबाद के faye: 
“uqa” उपग्रह के उपयोग से सम्बन्धित पूरी जानकारी से प्रधान मन्त्री को अवगत कराया । एपल उफ 
उद्घाटन समारोह की कुछ झलकियाँ चित्र 2 में दिखाई गई हैं । | 


4. उपग्रह उद्घाटन समारोह का तकनीकी संस्थान 


उपग्रह उद्घाटन का तकनीकी संस्थान चित्र 3 में दिखाया गया है । तकनीकी संस्थान २ 
निम्नलिखित 3 मागों में afer जा सकता है: 


>> 


(क) एपल उपग्रह 


एपल भारत में निमित पहला 3-अक्षीय भार सन्तुलित संचार उपग्रह है जिसे 9 जूत, Il 
को योरपीय अन्तरिक्ष संस्था (£o एस० To) के एरियन राकेट की मदद से अन्तरिक्ष में छोड़ा ग्या 
इस उपग्रह एपल का निर्माण भारतीय अन्तरिक्ष अनुसन्धान संगठन ने देश के अन्दर किया । इस संगा 
उपग्रह का उपयोग भारत विभिन्न प्रकार के संचार प्रयोगों के करने के लिए करेगा । एपल उपग्रह | 
Ga देशान्तर पर स्थित है | इस उपग्रह के कुछ प्रमुख तकनीकी आंकड़े सारणी । में दिये गये हैं । 


सारणी J 
एपल उपग्रह का तकनीकी विवरण 


l. उपग्रह का भार : 630 किण्ग्रा० 
(अन्तरिक्ष में छोड़ते समय) 

2. प्रेषण आवृत्ति 

3. अभिग्रहण आवृत्ति 

4. उपग्रह की माप 


460 मेगासाइकिल 
5925-6425 मेगासाइकिल 
200 मि०मी० व्यास 

200 मि०मी० ऊँचाई 


सोर ऊर्जा संस्थान से प्राप्त विद्युत ऊर्जा 24] B (प्रारम्भ में) 


उपग्रह की बीकन तरंग 
x 4095 मेगासाइकिल 
उपग्रह की प्रेषण पावर 


DLS डी << 
उपग्रह के एन्टेना का व्यास ' ०बी० डब्ल्यू ० 


2 900 सि०मी० परवलयाकार 900 मि०मी० परवलय(कार 


oN DO 
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(ख) ya 


उपग्रह उद्घाटन समारोह में दिल्ली भूपेन्द्र, अहमदाबाद TE मद्रास UA, afii | 

भू-कन्द्र (faz) जो उस समय कलकत्ता में था, बंगलोर में कम्प्यूटर इन्टर-कनेक्ट शकेन तथा शार | 
केन्द्र ने भाग लिया । इन भू-केन्द्रों का तकनीकी विवरण सारणी 2 में दिया गया है। | 
उद्घाटन समारोह का सजीव प्रेषण कई स्थानीय दूरदर्शन केन्द्रों द्वारा किया गथा । मद्रास से यह कायक 

| माइक्रोवेव लिक के द्वारा बम्बई भेजा गया तथा वम्बई से माइक्रोवेव के द्वारा यह पूना भेजा गया | 
| इसका स्थानीय दूरदर्शन द्वारा पुनःप्रेषण किया गया । ag प्रोग्राम एपल उपग्रह के द्वारा मद्रास त | 


मिशन सहायक 


बंगलौर भी भेजा गया । 


सारणी 2 


भारतीय उपग्रह गोष्ठियों में प्रयुक्त कुछ प्रमुख भू-उपग्रह Feat का तकनीकी विवर 


i 


| 


अहमदाबाद दिल्‍ली मद्रास 
आंकड़ा ya Aa भू-केन्द्र 


]. Ucar का व्यास (मीटर) 4 ॥0.7 0.7 
2. प्रेषण पावर (वाट) 3000 ३3000 3000 


3. स्टेशन की फीगर आफ मेरिट 30 28 5 28.5 
(डी०बी० प्रति डिग्री केल्विन) 


4. एन्टेना के माउन्ट की किस्म एजिमथ/ एक्स/ एक्स/ 
एलीवेशन वाई वाई 


5. ए्टेना के घुमाने का तरीका विद्युतीय विद्युतीय विद्युतीय 


6. उपग्रह को ट्रंक करने क्रा स्वचालित/ aTa) ata) 
| = 
तरीका मैनुअल, आफ, आफ, 


गतिशील शार बंगलोर | | 
भू-केन्द्र भू-केन्द्र FN | 
(Saz) ECAR 
भू-केद 
6.] 6. "की 
3000 2 | 
24 2 2] 
एक्स/ wa एव| 
वाई वाई वाई 
विद्युतीय विद्युतीय बिद्युत 
आन/ आन/ aml 
आफ, आफ, आए; s 
स्टेप-दर क स्टेप = 


प्रोग्राम स्ल्यू स्टेप-ट्रैक स्टेप-ट्रैक sees 


(ग) स्टूडियो उपकरण 


O एवं अहमदाबाद के विक्रम हाल में समारोह की सारी गतिविधियों के चित्रांकत क | 


अन्तरिक्ष उपयोग केन्द्र के टेलीविजन क्रैमरा एवं अन्य 
कार्यशील करने का सारा उत्तरदायित्व अन्तरिक्ष उपयो 


के लिए एक लघु स्टूडियो बनाया गया था जो दिल्ली भू-केन्द्र से जोड़ा गया था । 


54.१८. : n CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


न्य स्टूडियो उपकरण प्रयोग किये गये । डि 
TRT केन्द्र अहमदाबाद का था । दिल्ली HF 
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| भारत में आयोजित उपग्रह गोष्ठियाँ 9 
A 5. उपग्रह सेसीनार 

| ]979 में भारत Ñ पहली बार उपग्रह सेमीनार का आयोजन फ्रान्स एवं जर्मनी के सहयोग से 
Ü | निमित उपग्रह ' “सिम्फोनी'' को प्रयोग करके किया गया । यह वीडियो उपग्रठ सेमीनार था जिसमें 
ह|| 


i | सेमीनार के भागीदार एक दूसरे को देख सकते थे । “सिम्फोनी” उपग्रह भारत को दो साल के लिए 
शे. संचार के क्षेत्र में विभिन्न प्रकार के प्रयोग करने के लिए प्रदान किया गया था । प्रयोगों की इस श्रृंखला 
`l AA ` ` š G 

mw ह्रो संक्षिप्त में “स्टेप” (सैटलाइट टेलीकम्युनिकेशन एक्सपेरीमेन्ट प्रोजेक्ट) कहते ë । 9-20 माचं ।979 


को अहमदाबाद में आयोजित इस विशेष उपग्रह सेमीनार में “स्टेप” के अन्तर्गत किये गये संचार प्रयोगों 
| एवं उपग्रह भू-केन्द्रों की तकनीकी विवेचना इस सेमीतार का मुख्य विषय था। इस उपग्रह सेमीनार को 
“स्टेप सेमीनार'' भी कहते हैँ। सेमीनार भी विशेष बात यह थी कि इस सेमीनार का मुख्य केन्द्र तो 
अहमदाबाद था लेकिन इसमें कलकत्ता, दिल्ली एवं मद्रास के लोगों ने अपने-अपने शहरों में मौजूद रहते 
हुए भी इस सेमीनार में भाग लिया । उपग्रह के माध्यम से विभिन्न स्थानों में अहमदाबाद के सेमीनार में 
भाग लेने वाले लोगों को ऐसा आभास हुआ जैसे कि वे सव एक दूसरे के आमने-सामने बैठे हुए हैं जबकि वे 
वास्तव में एक दूसरे से हजारों मील की दूरी पर बैठे हुए थे । 


5.l उपग्रह सेमीनार के लिए प्रयोग किया गया तकनीकी संस्थान 

अहमदाबाद में अन्तरिक्ष उपयोग केन्द्र के विक्रम हाल में आयोजित उपग्रह सेमीनार के तकनीकी 
संस्थान को तीन भागों में विभाजित क्रिया जा सकता है : 
(क) सिम्फोनी उपग्रह 


सिम्फोनी उपग्रह एक संचार उपग्रह था । भारत में स्टेप परियोजना को कार्यान्वित करने के लिए 
इस उपग्रह 49” पूवं देशान्तर पर लाकर छोड़ दिया गया था । यह उपग्रह पृथ्वी की ओर प्रेषण के लिए 
4000 मेगासाइकिल तथा पृथ्वी से अभिग्रहण के लिए 6000 मेगासाइकिल तरंग का प्रयोग करता था | 
W उपग्रह के कृछ प्रमुख तकनीकी विवरण सारणी 3 में दिये गये हैं। उपग्रह सेमीतार का तकतीकी 
सस्थान चित्र (4) में दिखाया गया है । 


सारणी 3 


— Tim „= लिम्फोली उपग्रह का उपग्रह का तकनीकी विवरण 
उपग्रह को > : 
ह गी : 3-अक्षीव भार सन्तुलित समकालिक संचार उपग्रह 


उप 
उ EE 402 किऽ्ग्रा० (प्रमोचन के समय) 

L š व्यास - 6.8 मी० 

ऊँचाई - 0.5 मी०, व्यास - 6. 

सोर ऊर्जा सं (सौर ऊर्जा पैनेलों की खुली अवस्था में) 

न्सपान्डरो > ee प्राप्त विद्युत ऊर्जा : 303 वाट (प्रारम्म में) र 
भे आवरि Ber : 2, प्रत्येक की aes चौड़ाई 90 मेगाहत्स š ; 

ही : 4000 भेगाहत्से à= : 
K C ccs : 6000 मेगाहत्सं बैन्ड 


| 
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faa 4 भारत में उपग्रह सेमीनार का तकनीकी संस्थान 


(ख) सेमीनार के चार केन्द्र 


देह < ग GE 
दिल्‍ली, मद्रास, कलकत्ता व अहमदाबाद को आपस में जोड़ने के लिए. दिल्ली FAH 


केन्र, गतिशील भूजेन्द्र एवं अहमदाबाद भृू-केन्द्रों ने भाग लिया । सेमीनार के समय गतिशील ह 
कलकत्ता में था । इन सारे भू-क्ेन्ों का निर्माण देश के अन्दर किया गया । इन भू-केन्द्रों कॉ m 
विवरण सारणी 2 में दिया गया Š | सेमीनार के समय सभी भू-केन्द्रों के एन्टेना सिम्फोनी उपग्रह a 
उन्मुख थे | 


I 
I 
i 
H 
+ 
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भारत में आयोजित उपग्रह गोष्ठयां II 


जन एवं उर 
(ग) टेली एवं स्टूडियो उपकरण 

उपग्रह गोष्ठी के प्रत्येक केन्द्र में टेलीविजन कैमरों एवं अन्य आडियो उपकरणों का प्रबन्ध था। 
द में अन्तरिक्ष उपयोग केन्द्र के विक्रम हाल मे जो कि उपग्रह सेमीनार का मुख्य केद्ध था, एक 


अहमदाब E $ q 
यो का निर्माण किया गया था । उपग्रह सेमीनार का प्रत्येक केन्द्र सम्बन्धित भू-उपग्रह केन्द्र से 


लघु eis 
जुड़ा हुआ था | 
5.2 उपग्रह सेमीनार को विवेचना 


उपग्रह सेमीनार का प्रारम्भ अन्तरिक्ष उपयोग केन्द्र के निदेशक के भाषण से प्रारम्भ हुआ | इस 
उपग्रह सेमीनार के उद्घाटन के विषय में बिशेष बात यह थी क्रि यद्यपि सेमीनार अन्तरिक्ष उपयोग केन्द्र 
अहमदाबाद के विक्रम हाल में सम्पन्न हुआ लेकिन इसका उद्घाटन दिल्ली से उपग्रह के माध्यम से 
इलेक्ट्रानिक्स कमीशन के चेयरमैन द्वारा किया गया । उपग्रह सेमीनार की झलकियाँ चित्र (5) एवं 
चित्र (6) में दिखाई गई है । 


चित्र 5 उपग्रह सेमीनार का एक दृश्य (दिल्ली से) 


इस सेमीनार के दौरान स्टेप परियोजना के अन्तत किये गये विभिन्न संचार प्रयोगों-रेडियो 
नेटवकिंग, एक चैनेल प्रति कैरियर प्रयोग, डी० सी० एम० ए० प्रयोगं, कामनेवस, बहुसंख्यीय श्रव्य सरणी 
उक्त टेलीविजन पर प्रकाश डाला गया तथा उनकी उपयोगिता का विश्लेषण किया गया । “स्टेप? परियोजना 
के अन्तर्गत प्रयोग किये गये विभिन्न भू-के््रों की विश्वसनीयता का भी विमोचन किया गया | प्रयोगो एव 
TA से सम्बन्धित अनेक पेपर (निबन्ध) भी पढे गये । सम्बन्धित विषयों पर अहमदाबाद wa सेमीनार 
के अन्य तीन केनो के भागीदारों ने प्रन किये जिनका सम्बन्धित वक्ताओं ने यथोचित उत्तर दिया॥ | 
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2 कल्ला, हसीजा तथा काली शंकर 


“u. 


av 


चित्र 6 उपग्रह सेमीनार का एक दृश्य (विक्रम हाल, अहमदाबाद ; 


6. भारत में हुई उपग्रह गोष्ठी को कुछ अन्य घटनाएँ 


उपग्रह के माध्यम से आयोजित उपयु क्त स्टेप सेमीनार भारत में उपग्रह गोष्ठी की सबसे वही 
घटना थी । इसके अलावा भी भारत में कुछ अन्य उपग्रह गोष्ठियो का आयोजन किया गया जो निम 


हैः 


6.॥ रायस्टिग पश्चिमी जर्मनी और दिल्ली भू-केन्द्र, 
दिल्ली के बीच वीडियो उपग्रह गोष्ठी 


रायस्टिंग एवं दिल्ली के बीच वीडियो उपग्रह गोष्ठी के लिए भी सिम्फोनी उपग्रह का प्रयोग 


किया गया। गोष्ठी का मुख्य उद्देश्य रायस्टिग एवं नई दिल्ली की परमाणु घड़ियों का समक 
(सिक्रोनाइजेशन) करना था । 


बनारस Ferg विश्वविद्यालय वाराणसी एवं अन्तरिक्ष उपयोग केन्द्र, अहमदाबाद तथा fe 
i इन्स्टीट्यूट ऑफ टेक्नालॉजी कानपुर एवं अन्तरिक्ष उपयोग केन्द्र अहमदाबाद के स्टाफ सदस्यों के बीई 
Í| भी उपग्रह गोष्ठियों का आयोजन किया गया । ये दोनों गोष्ठियां आडियो उपग्रह गोष्ठियां थीं | = 
K. जा अन्तरिक्ष उपयोग केन्द्र अहमदाबाद का आपातकालीन भु-केख्र बारी-बारी से वाराणसी एवं कान 
ले जाया गया । इस आपातकालीन भू-केन्द्र के सारे उपकरण एक जीप के अन्दर लगे हुए थे 34 
के लिए “सिम्फोची”' उपग्रह का प्रयोग किया गया | 


CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized BEARS हेसीओ 49१5” eGangotri 3 


कल्क के लिए उपग्रह गोष्ठियों का सहत्व 


मारत जैसे विकासशील देश के लिए उपग्रह गोष्ठियां कृषि, शिक्षा एवं स्वास्थ्य के क्षेत्र में एक 
प्रहणे भूमिका निभा सकती ° इसका प्रमाण उपग्रह शैक्षणिक दूरदर्शन प्रयोग (साइट) से सिद्ध 
हो चुका है | उपग्रह गोष्ठी के माध्यम से अनावश्यक यात्रा को भी कम किया जा सकता है। इसके द्वारा 
भारत के गाँवों एवं पिछड़े हुए इलाकों में प्रौढ़ शिक्षा को भी बढ़ावा दिया जा सकता हे । 


कृतज्ञता-ज्ञापन्‌ 
प्रस्तुत लेख से सम्बन्धित बहुमुल्य सुझावों एवं लेख के छपने की अनुमति प्रदान करने के लिए 
लेखक अन्तरिक्ष उपयोग केन्द्र अहमदाबाद के निदेशक sto चिटनिस के आभारी हैं । 
निर्देश 
L ओण०्पी०एन० कल्ला इत्यादि “Satellite Conferencing-Need For Indian Environment” 
Presented at IETE Symposium at Ahmedabad in August ]980. 


2. जान, बैरिगटनन, ‘Teleconferencing HBO Style” Satellite Communication, October 
979. 


3, “Satellite Communication Users Conference” Satellite Communication, 
August 79. 
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| 
| बहुपदों की एक नवीन कोटि 


| ए०एन० श्रीवास्तव तथा एस०एन० सिह 


गणित विभाग, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 
[प्राप्त -जुलाई 3, 978] 
सारांश 


०7,6 
में लेखकों 5 5 
प्रस्तुत प्रपत्र में लेखकों द्वारा सूत्रपात किये गये बहुपद Byn (> p. 5) को आगे बढ़ाया गया हे | 


Abstract 


Operational derivation of generating relations of a new class of polynomials. 
By A. N. Srivastava and S. N. Singh, Department of Mathematics, Banaras Hindu 
University, Varanasi. 


a,,a : 
This is the continuation of the study of the polynomials By, ` (x, p, s) introduc- 


CAA 
ed by the authors. The polynomials Bin á (x, p, s) are defined by 
Q, ua ] i T Monig 2 xk) 
Bin (x, p, s) = T x78-¥=an exp ( pxk) . (T, (5४४१ exp (—P**), 
Where š 
als=x%(s+xD), D=d4ldx. : ड 
In the present paper we establish two generating relations by operational technique. 


x explicit expression for these polynomials is also given. Several particular cases 
' ave been noticed. 


प्रस्तावना 


किया है हाल ही में हमने”? सार्वीकृत रूडिग्र के सूत्र की सहायता से बहुपदों की नवीन कोटि का सूत्रपात | 
í 2 || 


eee 
. Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


[6 श्रीवास्तव तथा सिंह 


Bree (x, p, s) =" , ४0-7० exp ( pxË) - al, (CSE exp; ( हि 


(L)! 
जहाँ | 
PIEKA (s+xD), D=d/dx (2 
सार्वीकृत बहुपदी समुच्चय (l.l) अनेक गण्यमान बहुपदों तथा उनके अर्वाचीन सार्वीकरणो à 

एक विशिष्ट दशा के रूप में है । उदाहरणार्थ 


QOST (०) 
By (x, l, =L, (x) 


i DT, a 


0 (a) 
B n (x, P, 0) EF Gr (x; k, P, a), 


जहाँ G, (x; k, p,a) श्रीवास्तव तथा faga! के बहुपद हैं । 


पिछले प्रपत्रों में?! हमने इन बहुपदों के लिये क्रियात्मक सूत्र तथा जनक सम्बन्ध आदि प्राप 
किये हैं । प्रस्तुत प्रमत्न में हम क्रियात्मक विधि से इन बहुपदों के लिये दो जनक सम्बन्धों की ena) 
करेंगे । । 


2. सर्वप्रथम हम ८7; “तथा d=xD संकारकों (Operators) के निम्नलिखित गुणों पर ध्या | 
देंगे । | 


n $i 
al’, (x%)=a" es xetan, 
n 


जहाँ ० याहच्छिक है और » एक मनृण संख्या है | 


T (cur) =x 5 | Ta 7 m (2: 
m=0 \m/] Ts ९४) FC (५) 


n n-i 
al, = xan = (@+s+ja) 
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पदो पा 
= (l fl) Sa ए ७9 से लिखते हैं Ee 
h a z ) : ; 
(ly ) . B, (x)= nl xT exp ( px*) T; (x**” exp (—px*)), (2.7) Pes! 
(L) जहाँ तथा आगे भी सर्वत्र 3 
णा B ë ०५7, 
OT B, (x)= B, (XP; k, s). (2.8) 
स्पष्ट व्यंजक x 


कल्पना कीजिये कि 


aT, (५0५० exp (—px)) 


nik m 
=e [7 ) at (ep (px) a OH) 


m=0 Nh! 


परा at 
mal = xetan exp (— px) 2 C ) TL (s—kpxt-+ia) TI (a+v+ja) 
| m=0 \ M i=0 
k /n /s—kpxt a+y 
घ्याव =x%+”+an exp ( —pxk) 5 ( ) an ) , ( 
|: m=0 m ( a a a 2 
i अतः हमें निम्नलिखित प्राप्त होता है 
wi 
| an n/n S —kpxk a+v 
i 8, = ( (== ) (= 
| m=0\ M / ae m 
|| s 
al) | (2.9) में y=s=0, ०=०=॥=। रखने तथा a को atl से प्रतिस्थापित करने पर 
“W 
i 
| 


L, (x)=— £ ( ) (eFDw(— X)n-m 


जो चक] 


द्वारा दिया गया परिणाम है । 


—— — T Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 
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a k nl a aay la I 
Hi 5 O= s esp (p) OS Hja) - (१९१7 exp (—Pxh). yy | 


š अब निम्न पर विचार वरे 


o nl 
! > (B, ९३ xh) 2. ग. Li xa+v a 
E EC SED) | 


n=0 


os 


=x a7 exp ( px) ea न ) (>०+९ exp (—px')) 


n 


चक exp ( px‘) (] —at)-(8+s)la (xa+ exp (—px)). 


yayap waaka a 


> B, (x) m=(I—at)-t@+r+s)la exp [ px*{l = (h --47)-५०)] 
n=0 


(2.2) में s=0, a=p=k=v=l रखने पर हमें 
> DE. (x) t"=(l — t) n exp | — Xt | d 
n=0 i= 


. प्राप्त होता है जो लागेर बहुपदों के लिए ज्ञात जनक सम्बन्ध है । इसी प्रकार (>) में 


x 


लमळ OP ७०9 TT Q+sjja) TH sqsqja 
? 2. नु en s+ja) H +s+ja 


<a «(xed exp (P™ 
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बहुपदों की एक नवीन कोटि l9 


xe”. m! xk eo . 2 
= == h exp ( px") E (8+ +ja) (४९१० exp (—pxh) 


.B, (5). (J) 


k) अतः 


a m! Sus 
= — So) ky an रका 
हा, (x) 4 (n Hm)! x: exp ( px ) a ( a +m 


), Grr exp (—pxh) 
- Bn (x). (2.4) 


अतः (2.।4) की सहायता से 
= / m--n a 
2 ( ) Bin (x) 77 


| =x exp (px) È GO" (SES m) - (१९१० exp (= px) m (२)) 
| n=0 ° a 


=x-*-" exp ( pxk) (l == Ot) ROT ret = at)-2la]6 (xt exp ( — px“) B, (x)) 
=exp ( pxh) (l—af)sia-m ([-- ६/)-(०+०)६ 
ñ ११ 
- exp [—p{x(l—at)-"a}4] 8, GLa), 


| : हे 
झो | “W: हमें निम्न परिणाम प्राप्त होता है । 


2 mtn a 
a ( ) DI (x) e 


n=0 n 


Ni 


(| -- 6/)7(9+ vistom) a exp [ pxk mM —at)-Ha}] 
Be (x(l—at)=44), 


निर्देश 


चेक, ए०एम०, Duke Math. J, 956, 23, 45 
श्रीवास्तव, एच०एम० तथा सिंघल, जे०पी०, Ann. Mat. pura appl, I 
श्रीवास्तव ए०एन० तथा श्रीवास्तव, एस०एन०, (प्रेषित) 
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वृत्ताकार झिल्ली का कस्पन 


पी० सी० सुनोत तथा रेण माथुर | 
गणित विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 


[प्राप्त = मार्च l6, !982] 


Gi Ue ey 


सारांश 


झिल्ली के अनुप्रस्थ कम्पतों के लिये विभिन्‍न emat का 


प्रस्तुत प्रपत्र एक पतली वृत्ताकार 
रण का हल प्राप्त करने कें सम्बन्ध में विवेचना की 


सम्प्रयोग करने पर उससे प्राप्य आंशिक अवकल समीक 
गई है । 
Abstract 

On vibration of a circular membrane. By P. C. Munot and Renu Mathur, 
| Department of Mathematics, University of Jodhpur, Jophpur. 
n to the differential equatic= aris- 
f a thin circular membrane by ap- 
finite Hankel transform an i 
s discussions on free 


es The present discussion embodies a solutio 
WS the discussion on the transverse vibrations ० 
plying various transforms like Fourier sine transform, 
Läplace transform. It also includes in its special case 
Symmetrical vibrations of the membrane. 


l. प्रस्तावना 


M s. ee तथा इंजीनियरी के क्षेत्र में कम्पन सिद्धान्त के अध्ययन का अत! 
A न AA ने कम्पनों से सम्बन्धित अनेक समस्याओं को हल करने का प्रयास किया 


4 


eee 
क 
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22 मुनोत तथा माथुर 
हमें निम्तलिखित समाकल खूपान्तरों की आवश्यकता पड़ेगी । 
हम (z(r, g, t) के सान्त फूरियर साइन के रूपान्तर Ë] को 
८3३2५१५) | 26, t)sin np dg (uy 


द्वारा प्रदर्शित करेंगे | 


यदि z(r,$,t) अन्तराल (०,०) में डिरिक्लेट के प्रतिवन्धों की तुष्टि करे और इसका फूरियर साझ 
रूपान्तर (!.]) विद्यमान हो तो (०,7) के प्रत्येक विन्दु जिस पर फलन संतत है हमें (.2) sr होगा! 


2) CJ 
2(r,,t)== 2 Z (r,n,t) sin ó (L) 


हम 2(/,९,/) के सान्त हुँकेल रूपान्तर को (४ 
a 
z=) r2(r,6,t) je(ré;)dr (I.3) 
के द्वारा अंकित करेंगे जहाँ ८, अबीजीय समीकरण 
Ju(aé;)=o 


का मूल है । 


a यदि 2(7,#,४) से (०,०) अन्तराल में भी डिरिक्लेट के प्रतिबन्धों की तुष्टि हो और इसपर | 
इसके Fe Sarat (!.3) का अस्तित्व हो जहाँ cic हल समुच्चय है (I.4) का तो (९१ || 
के किसी भी fag पर जहाँ फलन 2(/,5,7) संतत है, हमें प्राप्त है | 


+ 


z(r,ə, j=, ZUE Pt) ulr) eat; ( | 5) | 


yt 


ee दक्षिण पक्ष को संकलन समीकरण (].4 ) के समस्त धन मूलों को लिया जाता है । 


हें दो अन्य फलों की आवश्यकता होगी : 


sin nx dx=] Ci) 


EC) 


(4) 
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जहाँ & समीकरण (l.4) का मूल है | 


2. इस अनुभाग में हम / त्रिज्या तथा ० घनत्व वाली वृत्ताकार झिल्ली के अनुप्रस्थ कम्पनों 
20,0,) के विश्चयन से सम्बन्धित अपनी मुख्य समस्या की विवेचन करेंगे, जबकि झिल्ली 


a 


6) z=o तल पर एकसमान तनाव 7 तक खींची जाती है । 
(i) ४5० तल की नार्मल दिशा में बाह्य दाब /(7,%,!) के प्रभाव के अन्तगंत हे । 


Gü) कतिफ्य प्रारम्भिक भोतिक दिशाओं के अन्तर्गत विस्थापन तथा वेग ज्ञात हों । 


यदि 2(/,७,7) झिल्ली का किसी ! समय पर अनुप्रस्थ विस्थापन हे, तो असमांग आंशिक अवकल 
समीकरण! 


I ta कक = Ñ ४४ P) @.! 
जहाँ ०:=7|/०. 
निम्नलिखित प्रारम्भिक तथा सीमा प्रतिबन्धों के समुच्चय 
2(4,4,t)=0, क्योंकि << 7, t>o (2.2) 
2(r,6,t)=0, क्योंकि =o तथा =7,! <o (2.3) 
2(r,4,0)=f(r,6), 0<r<a, 0o<¢<a : (2.4) 


9 
“Ot [2 (r ,? st) ] =8 (r, ९) » OT 
०<९क<<०५,०, 


के अन्तर्गत हम यह दिखावेंगे कि आंशिक अवकल समीकरण (2.!) का हल 


2(0,$,/) = S yy (7६) 


व Ep 


(00:00) + css) ef, P,(x)sin{cé;(t 
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3 > धः ~ कः Nos 
है जहाँ 7 के ति संकलन समीकरण //(५६।)=० के समस्त धन Ti से होकर विस्तीणं हे । 


उपपत्ति 


(2. ) के दोनों पक्षों में sin n$ से गुणा करने और तब (L.L) तथा (2.3) के अनुसार oh, 
में 


<a 
तक की सीमाओं में ¢ के प्रति समाकलन करने पर हमें तुरन्त (2.7) प्राप्त होता है 


र az, P;(r,n,t) 
ae erg Ba OE कडी चा १2७020 T (2.7) | 


अब (2.7) के दोनों पक्षों का (l.7) तथा (2.2) के समुचित सम्प्रयोग से सान्त हैकेल परिन 
(4.3) निकालने पर इससे 


वगट 


त कीन i 
ge ८४६१ P (epi), (2.8) 


प्राप्त होता है जो और आगे लाप्लास रूपान्तर के (2.4) तथा {2.5)को सम्प्रयुक्त करते हुए प्रयोग Ñ! 
जाने पर निम्तलिखित में समानीत हो जाता है 


| PLE) TEFEN + LG) = (75) ९9 
जहाँ L(f)= J 000 


(2.9) में व्युत्कम लाप्लास रूपान्तर को व्यवहूत करने तथा फिर संवलन प्रमेय का gsm 
करने पर 


B60) -:/(800८०7(०६/) + पळ 2९०१४८६) 


l 
(océ;) 


अब विलोमन सूत्र ( 2 ) तथा ( il -5) की सहायता से परिणाम (2 6 ) प्राप्त होता है। 


* [ Bosing 


3. विशिष्ट दशायें 


(i) माना 2(7,%,४) =० अर्थात्‌ भिल्ली के कम्पनों को स्वतन्त्र कम्पना होना चाहिये s 


समथ / पर निम्न प्रकार से लिखा जा सकता है 


z(r,P,t)= 


ST ies CARNS कल 
rt वळात [%(6meos(6ir) नको (cli!) 


परं 


RR 
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Gi) यदि वृत्ताकार झिल्ली में संमित मुक्त कम्पन हो तो 2 मात्र r तथा ८ का फलन होता है अर्थात यह ` 


$ से स्वतन्त्र होता है । अत: फलन के op को शुन्य तुल्य रखने पर तथा (2.4) ओर (2.5) प्रतिबन्धो ` 


केस्थान पर क्रमशः ar, tf) to तथा -2(,)=8(r),t= o रखने पर हल (2.6) एक ज्ञात 
कल 2 में समानीत हो जाता हे! 
शी को ~ OZ र 
(iii) अन्त में, यदि हम झिल्ली को प्रारम्भिक स्थिति 2० पर एकसमान an =I ताठ 
दिये जाने पर विचार करें तो इसका विस्थापन 


म sin(cé f ies Tore;), (3.2) 


= — Siz z 
ac Elta] 

द्वारा दिया जाता है जहाँ éi मूल है समीकरण /०(०६/)=० का । 
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वो चरों वाले लागेर बहुपदों के लिए atada सम्बन्ध 


राजेन्द्र नाथ जेन तथा महेश दुबे 


गणित विभाग, होल्कर विज्ञान महाविद्यालय, इन्दोर 


[प्राप्त--जुलाई 30, ।9892] 


सरांश 
i. 
प्रस्तुत पप्रत्र का उद्देश्य दो चरों वाले लागेर बहुपदों के लिए नवीन आवतं सम्बन्ध प्राप्त 
करना है । 
Abstraet ` a 


Recurrence relations for Laguerre polynomials of two yariables. By Rajen- 


dra Nath Jain and Mahesh Dube, Department of Mathematies, Holkar Science 
College, Indore. 


The object of this paper is to obtain new recurrence relations for the 
Laguerre polynomials of two variables. 


!. दो वरो वाले लागेर बहपदों को हम, grad के संगामी हाइपरज्यामितीय फलन के रूप में 
निम्नध्रकार से परिभाषित कर सकते gi 


(ane i (x,y) 


CDSE (EEN 


ये बहुपद निम्त अवकल आवर्ती संबंध संतुष्ट करते हैं 


‘ean (xy) 


eh de Cis 
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28 
| प्रस्तुत शोधपत्र में हम (I.2) को स्वतंत्र विधि हे सिद्ध करते हुए ai 


सम्बन्ध प्राप्त करेंगे-- 


(@,B) ग--०, +B) | 
ara H y) (B+n) L, i शी (x, yn) = Ly (x,y) YL, (x, y) (L3) 
तथा 

, 2+8) (०, 8) oe 
n Ja (x,y)— (a+n) es (x, y)=n L, (x, y) 
(.-८,7--8) 
—x हना (x, y) (॥॥ 


2. हम्बर्ट के संगामी फलन की परिभाषा का उपयोग करते हुए (l.]) को निम्न प्रकार à | 
व्यक्त किया जा सकता है 


(a,B) (Fa) (LHP 7४ <n (n). xry 
L 7 n n 2N r+. 
Sl >. IS +040), 


9 9 


[८, 8) 


Dl pC, HS” (onr rey 


© 


g (a)n ape 5 + By, rn ( == A)r+s 7075 (a D) 


rseo Tis! (a),(i+A), 7 aL, (x,y) 


(८-५8) a 
+n) L, (x, y) — aL P) (x, y) 
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इन दोनों सम्बन्धों से प्राप्त होता है 


त. 
` (-98) (a. B=) 
[= +> का Ly s ous Cre) 
ax ay ~ 
(L3) ane 
L, (x, y) 
जिसे सरल करने पर (.2) प्राप्त होता है । 
3. (2.l) के x के सापेक्ष आंशिक अवकलन से हम प्राप्त करते हैं 
<n (—n) ss 7207 ys 
[4 (2५४) _ (+a), (+B) 557 (Cn); y 
4 ह. 020 को >, FOF TFB 
र हे | as 
I Sa (OF An (l +8)n-ı B+n से (--7-- Dras xry 
| FOO nD å o on rea HOON 
(2) | B--n +(07+०,) 6.) 
| = a thr (x, y) 


इसी प्रकार 9 के सापेक्ष आंशिक अवकलन से 


(a B) z 3 
DL," (xy) = — SS" 7, ey) 8.2 


॥- 


प्राप्त होता है l 


(—n)r+s X” Yi 
rir! Q+ a) Br 


(+०,8) 


a ris <" 
ul (x, y) nD, La J (x,y=n (Fa) ( l +B)n 93 


(n!) 5 7,550 


nL 


<n- 
—(B-Fn) Cona G री ae 


(7 -L)!} r,5=0 


be Ca) (l5-8) IB), 750-3) 
—— MN 
Wai yy? ees la s!(2 +a) d+ 
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F जैन तथा दुबे 


जबकि 


T _ (2+), (l T MP (—n)r+; X YS 
Cae == r! s! Q+Fa)r(l--B)s (3.4) 
(3.3) को सरल करने पर 


A द (x,y)-+nD, Ln (X,Y) 


(te), (LHE झि (गक स __ (2008 2+ Bors 
n! (n—l)! r s-o ris! (i +a) -+)r {(n— lL)? 


Sn-2 (=n | )++ह yst 


Dy Cs el EE 
rno T!Si(2-+a),(2 +B), 
(०,8) (--0,56) T 
=n n (x, y) T Ti 4 [y L n-l (x, y) S T.] i T Er 


जबकि 


| a(l 
ee D (nres XY? 
+s=n T! sil a)r (u +B)s 


` ओर 


T,= © Fons (2-- B)n—i (—n-Fl),, í xrys 3) | 
: (क) Be जळ +B); =“ 


अभीष्ट पुनरावृत्ति सम्बन्ध को प्राप्त करने के लिए हम (3.3) को सरल करेंगे | विशेष कर ay 


का मान ज्ञात HUT । 


मा a yt 
a CoD ko IL Bane ताजा 


(+0), (LF), naty 
—— — n 
UCIT o E न aea 


MF (=n), x” kyk 
o CEEE का, 
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अतः T— Ti + 72770 


i इसलिए 
4) (a, 8) (a, 8) (li 
० सग L, (x, y) 50% (वकि 
इसी प्रकार 
+B a, B) (o,f a+b) 
pl (xy)+nDy Ly (च्य (छो यय E) (3.0) 


(3.9) को हम निम्न प्रकार से भी व्यत्त कर सकते हैं, (3.3) के उपयोग से -- 

+a, B) (+4,B) (xB (+०५१+8) 
nL (x, y)—(B-+n) Ln =nL, (x,y) —y Lr, (x,y) (3.ll) 
और (3.0) को (3.2) की सहायता से 


(a? +B) (a, 7--8) (a? 8) (ita? +B) 
5 na (%Y—G@tML ” — (9८, BNL ७७) (32) 


लिखा जा सकता है 
(3.lL) में )==० रखने पर ` 


6) (+a) +a) 

Li (Li OSA 
आप्त होता है । इसे हम लिख सकते हैं 
a z DL १७२०७५७ ©) 


गा.) को सत्यता को दर्शाता हे । उसी प्रकार (3.2) में x=a=o को रखने पर उसको 
सत्यता स्थापित की जा सकती है। 


| निर्देश 
an 


ऐपेल, पी० तथा कैम्प ट फेरी, Go, Functions Hypergeometriques at Hyper Spheri- 
ques, पारी, [926 


2. tevin 
डिटिकन वी० ए० तथा प्र डनीकोव्ह, ए० पी० Operational Calculus in two Variables S 
E. and its Applications. अंग्रेजी अनुवाद, पर्गेमन प्रस 
| >. जैन, आर० ` 


एन० तथा gà, slo Ho, Simon Stevin (72-73) pp 29-39 
रेनविले, अल, डी ० š 
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qrfaa-3-aae-l-Bhaa-4-aiaeattta सल्फोनमिडो-बन्जोन-ऐजो) 
अ पिरेजोल-5-ओन की प्रतिजीवाण्विक सक्रियता 


HHA Ho चतुर्वेदी 


रसायन विभाग, होल्कर साइंस कालेज, इन्दोर 


[ प्राप्त--माचे 26, 98] 


सारांश 


न्य प्रेक्षण से प्रदर्शित होता है कि सल्फोनैमाइडो के धातु संकर शक्त प्रति- 


साहित्य के सामा oe 
27 3] | 


Re के सल्या - ओषधयो हे. अधि sabe 

जीवाण्विक होते हैं । कुछ प्रकरणों में ये जनक सल्फा ओषाधया से अधिक शक्त होते हैं 
क्ष्मजी 6] प्रतिमतरल!?0 

2-पिरेजोलीन-5-ओन व्युत्न्नों को प्रभावी रोगाणु-नाशी!, प्रतिमूक्ष्मजीवी!१, प्रतिव्रिकारक ”, प्रतिमूत्रल : 
Do). gaani ४, आमवातरोधी 0 


वेदनाहारी तथा ज्वरनाशी१, papar", प्रतिहिस्टामिनी 
तथा प्रतिजीवाण्विक!* होने का दावा किया गया है । 


2-पिरैजोलीन-5-ओन! तथा इसके प्रतिस्थापित व्युत्पन्नों के निर्माण का वर्णन किया गया 
है?» | इसके पहले? हमने 3-मेथिल-] -फेनिल-4-(प्रतिस्थापित सलफोतैमिडो-वेन्जीनःऐजो)-पिरेजोलीत 
-5-ओन (संरचना I) के संश्लेषण का वर्णन किया है। यहाँ हम यूरेनिल संकरण तथा 5-हाइड्रॉक्सी 
3मेथिल-]-फेनिल-4- (प्रतिस्थापित सल्फोनैमिडो-बेन्जीन) पिरैजोल के अंतःपात्रो प्रभाव को स्पष्ट करने के 
लिए एक वैकल्पिक संरचना (१!) प्रस्तावित करते हैं । 


Abstract 


(substsituted sulphonam- 


Antibacterial activity of ]-3-methy] -t-phenyl -4- 
i y of uranyl-3-methyl -t-p I 
fee pyr azol-5-one. By Kamal K. Chaturvedi, Department of Chemistry, 
a 


ges Science College, Indore. 


We propose an alternative structure (ID to explain uranyl ae s and 
"0809 of 5-hydroxy-3methyl-l phenyl-4-(substituted sulphonamido benzene- 
azo) pyrazole. 

AP 5 


invitro 
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34 
| aN 
| Hic—Cs—;CH—N=N 502--४ 
| NE <{O)- J gn 
N2 5C 
NU १0 
र i) 
CsHs (१) 
= ya 
OC, 
NS OH CO-U0, 
| 
८६ (II) 
जहाँ R= 
a °H युरेनिल 3-मेथिल l-fama ५4-(-सल्फोनैमिडो वेस्जीन-ऐजो)- | | 
y पिरैजोल 5-ओन 
है Š र : aa 
uv) Kd यूरेनिल 3-मेथिल l-fama 4-(p-2' पिरिमिडिल memi | 
t Š [ 
Ss! बेन्जीन-ऐजो) पिरैजोल 5-ओन 
= ; ड्ति k 
(५) KA 5 यूरेनिल 3-मेथिल l-bfaa 4-(p-4’, 6' डाइ मेथिल2 -पिरिमिडि 2 
i सल्फोनैमिडो- बेन्जीन ऐजो) पिरैजोल 5-ओन 
H3C CH3 5 | 
f 7 A š i fa 
(vi) š at युरेनिल 3-मेथिल thf 4-(p-2',4’ डाइमेथॉक्सी -6 पिरिमि 
४९0 SN OCH; सल्फोनेडिडो वेन्जीन ऐजो) पिरैजोल 5-ओन 
`” हती q 
Ss kd यूरेतिल 3-मेथिल Ltr 4-(-2'-सल्फाथियाजोलिन | 
१/5 नैमिडो बेन्जीन ऐजो) पिरैज्ञोल 5-ओन 
S P K. 
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पिरैजोल-5-ओन की प्रतिजीवाण्विक[सक्रियता 35 


gaat नाभिक अर्थात्‌ 3-मेथिल Lafa 4-(प्रतिस्थापित सल्मोर्तमिडो att ऐजो) 

न. संरचना d) तथा 5-हाइड्रॉक्सी 3-मेथिल फेनिल 4-(प्रतिस्थापित सल्फोनैमिडो बेन्जीन 
gS a : (ID का कीटो ईनाल चलावथवी रूप TLC तथा अवरक्त अवशोषण द्वारा स्थापित 
coi 2 टम l690cm™! पर एक लाक्षणिक कार्बोनिल समूह तथा 3500 और 2850 
| ना पटट भी प्रदर्शित करता है । प्रस्तुत प्रकरण में पट्ट का चोड़ापत अणु मे 
कै हो सस्ता है 620 cm तथा |565em™ पर प्राप्त पट्ट क्रमशः विषम- 


is) 
frat गया 
हा पर एक छना 
हाइड्रोजन बंध के कारण हो सकता al -oi 
a =N— समूह के कारण T 
sam aan तथा —N=N— समूह हु 
प्रयोगात्मक 
प्रामाणिक संधि (Joints) वाले कांच उपकरण तथा सभी रसायन अभिकमंक श्रेणी के प्रयोग 
š ` 3 थ्‌ = ~ 
किये गमे । पूर्ववणित विधि द्वारा लिगैण्ड बनाये गये शे यौगिकों की समांगता तथा शुद्धता गि जाँच 
ie a i ई पे पीटर पर 
TLC द्वारा को गई और अवरक्त स्पेक्ट्रम पारिन एल्मर 62 ग्रेटिंग आई० आर० स्पेक्ट्रोफोटोमीटर 


KBr टिकियो में अभिलेखित किये गये । 


मे क f रे ऐसीटेंट) को 
थोडी अधिकता में गर्म एयेनॉलीय विलयन में धात्विक लवण qaaa (यूरेनिल Et 7 x 
s =. CN ~ fi š अं 
[:] धातु लिगैण्ड अनुपात में वू द-वू द करके तथा लगातार विलोडन के साथ मलाया TAT . 
त उत्पाद को स्यंदित किया गया मर पह 


हृत करके रात भर ठंडा किया गया। 
तक जल ऊष्मक पर पश्चव्राहित करके रात B वाग 


FR s ० > 5 क्रि a 
गर्म पानी से और फिर गर्म मेथेनाँल से खूब धोया गया । संकर को TT: स्टलि 
प्राप्त लब्धि कम थी (50-60%) | 


सभी संकर यथेष्ट स्थायी रंगीन ठोस हैं और किसी भी परिवर्तत के बिना hee . 
इन संकरों की शुद्धता की जाँच TLC द्वारा की गई । उबलते हुए कलो रोफार्म में EH oe pr 
ये संकर एकलक पाये गये । संकरों के अवरक्त अध्ययन से भी इस कथन को सम ae 
विधियों द्वारा ज्ञात किये गये वैशलेषिक परिणाम (सारणी! ) ने प्रदर्शित किया कि šq सकरो 

कियोमीट्री Neil 2 f 


प्रतिजीवाष्विक अध्ययन 
= ह्फोतैमिडो 
3-मेथिल Letra -पिरैज़ीलीन (5) तथा 3-मेथिलं [pirat š: Wee “ss 
वेन्जोन ऐज्रो) पिरेजोन 5-ओन को 50% एऐल्कोहॉल तथा जल ४ में धोला म 
STR लिए फिल्टर पत्र डिस्क विसरण प्लेट विधि अपनायी गई। 5 ह anon 
o l फिल्टर पत्र की डिस्को को संबंधित नमूनो के विलयतों मैं saul He स्पोर बीजित प्लेटों पर 
Tat (5 भिर सी० ऊँचाई) के रूप में पोषक अंगर (OXACID) का बनी 
Sat गया | 


eon puree wafer के बीच में एक खाली gi 
wel गई साथ हो एक नियंत्रित परीक्षण चलाया गया Be a कं त s4 Ce 


परीक्षण के लिए नमूने के विलयत < 


CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collectio Haridwai 


लए 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


36 कमल के० चतुर्वेदी 

उद्भावित करके 24 घंटे बाद परीक्षण जीव के प्रति संदमन प्र भाव नोट किया गया । say लिए ç 

पर व्यक्त क्षेत्रों को मापा गया । संदमन के अभिलेखित क्षेत्रों की तुलना मानकों द्वारा उत्पन्न ann ý 

गई । लिगैण्ड तथा धातु संकरों (कोष्टकों में) के संदमन के अभिलेखित क्षेत्रों को सारणी 2 š fan z 
| 


गया है । 


परिणाम तथा विवेचना 


लिगैण्ड तथा धातु संकर दोनों ही योगिकों के तत्वों के विश्लेषण संतोषजनक पाये गये । सी 
संकरों में धातु-लिगैण्ड अनुपात |] पाया गया । संकरों की लब्धि निम्न पाई गई | 


पिरैजोलीन नाभिक के कीटो-ईनाल चलावयवी रूप की स्थापना अवरक्त स्पेक्ट्रम द्वारा की गई 
जो 690em™ पर लाक्षणिक कार्बोनिक समुह अवशोषण तथा 3500और 2850०7-? पर ईनालीय चौडा 
पट्ट भी प्रदर्शित करता है । अन्य महत्वपूर्ण निर्धारणीय शीर्ष 780cm! पर ऐरोमैटिक वलय के कारण, 
l6l3cm- पर (>C=N) पर चक्रीय के कारण तथा 560cm— पर विषय चक्रीय पंचसदस्यीय 2- 
fasten 5-ओन के कारण थे £१ । >C=O समूह (700-]680em=) तथा — N=N-(l570m 
की भावृत्तियों का क्रमश: ]630८ तथा I54Scm— निम्न क्षेत्र की ओर विस्थापन इन समूहों का 
संकरण में भाग लेना प्रदर्शित करता है । 


सारणी J 
क्रम संख्या अणुसूत्र रंग गलनांक प्राप्त वांछित r 
ee N S UO, N S U 
UI  CisH,,N,SO,UO, RO 253 — Il.00 5.00 42.90 4.7 5. 42% 
IV CsHiaN;SO3UO, 0 247 ]4.00 5.00 38.00 3.9! 4.54 38.36 


VY CxHsN;S0,U0, ODU 270 3.80 4.78 38.00 3.83 4-5] 38 


VE CuHsoN;SO,U0, Lo 26 2.98 4.00 35.00 l2.82 4-8 37 
I CoHuNiS,O,U0, DO OE DO 278 96 9.00 38.00 lL84 9.02 380 


R=Red, (लाल) O=Orange, (नारंगी) 
L=Light, (हल्का) D=Dark, (गहरा) 
Du=Dul,l (मदुदा) 
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सारणी 2 
m i 
4 — ws 00977 पर अंकुरण के संदमन की प्रतिशतता 
I 
जीव II IV V VI VII S 
ES 
एशेरिशिया कोलाई 20 - 30 20 23 = 40 
(30) (35), (७9 (28) 
गौ | aa 20 — 24 _ 23. 4] 
(30) (30) (20) 
$ 
jj । mdr हाइड्रोफिलिस 20 35 22 — — 30 
ग, (36) (40) (30) 
2- 
न प्रोटिपस मिरैबिलिस 24 = = 23 22 36 \ 
का (32) (28) (30) é 
कलेविसएला न्यूमोनी 22 — 20 = 25 oe 
(36) (24) (32) | 
- ') सालमोनेला टाइफी — — 2 22 = Z 
. (28) (26) 
Js $ 
= 'ेसियोमोनास शिगेलैडिस 25 40 24 20 29 a 
i (30) (50) (54) (32) (0) 
ý प्रोटियस वल्गैरिस 99 a 25 26 — 43 
j (30) (30) (30) 
: सिद्रोबैक्टर 22 40 20 DD) 20 24 
गि 
(28) (42) (09) CO 
Mo c 
k है 20 44 22 = 25 4g 
— © G0) (a) (30) ic 355588 6 
00) (50) (35) TES 


nee 3-मेथिल L-tfre -4(सल्फेनिलऐमिडो ऐजो) पिरेज्ोल Sts 
>ठकों में दिये गये परिणाम घातु संकरों के हैं | 
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UO, (Ll) संकरों के अवरक्त RF wT pis = bd < Sis 
करते हैं जिनका निर्धारण क्रमशः रेखिक 0--0- 0 कै yasy के रूप में किया जा सकता है। 


सारणी 2 का आलोचनात्मक प्रेक्षण प्रदशित करता हैं कि W/W के विचार š 
अनुसार एशेरेशिया कोलाई के प्रति धातु संकर (HL IV, V तथा VI) संगत अकेले fain 
की तुलना में अधिक शक्त होते हैं यह पिरिमिंडिल समूह (४) में दो — CH, समूहों के कारण हो 
सकता है । विब्रियो कोलेरी के प्रति TH तथा V अधिक शक्त होते हैं जब कि शा, 
ऋणात्मक होता है । ऐक्रोमोबैक्टरं हाइड्रोफिलिंस के साथ अकेले लिगैण्ड की तुलना में IU, ly का 
V संकरों की शक्ति अधिक स्पष्ट होती है । प्रोटियस पिरैबिलिस के प्रति केवल II, Vi तथा VII संकरो 
में ही शवित पाई जाती है। क्लेविसएला न्युमोनी में Hi ४ तथा शा योगिकों ने संदमन 
का अधिक वडा क्षेत्र प्रदर्शित किया । प्लेसियोमोनास शिगैलेडिस में संकरों के लिए संदमन का एक ag 
क्षेत्र देखा जाता है जब कि सिद्रोवैक्टर में |], V, Vi ताथा VH के लिए धनात्मक तथा lV के लिए 
ऋणात्मक परिणाम स्पष्टतः लक्षित होते हैं। €-ओविस के प्र लि गा, IV V तथा VIL धनात्मक परिः 
णाम प्रदर्शित करते हैं । सालमोनैला टाइफी के प्रति भी अच्छे परिणाम नहीं पाये गये यद्यपि V तथा VI 
योगिकों ने बढ़ी हुई सक्रियता प्रदर्शित की | प्रोटियस वल्गैरिस के प्रति UL, V तथा Vi यौगिकों ते बढी 
हुई सक्रियता प्रदर्शित की । 


WW के विचार से समान प्रतिवंधों के अंतर्गत सम्पादित चार पाठ्यांकों के औसत परिणाम l | 
अतः अधिकांश प्रकरणों में केवल लिगैण्ड की तुलना में अधिक सक्रिय तथा शक्त पाये जाते हैं साम | | 


š न =S ने Š जबकि सर थापित पंत 
मेथॉविसल समूह के स्थानं पर मेथिल समूह लेने पर शक्ति में वृद्धि होती हे जबकि सल्फर प्रतिस्थापित प 
सदस्यीय वलय कम प्रभावी होते हैं। 
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(श्रीसती) पी०के० मित्तल 
गदनंभेन्ट कालेज, अजमेर 


[ प्राप्त--अक्टूबर l5, ]979 | 


सारांश 


गया है । 
Abstract 


. Mittal, 
On finite integrals involying Meijer’s G-function. By (Mrs) P. K 


Government College, Ajmer 


ite integrals involving 
In the present paper we have evaluated i ee io, 
Meijen alizing the Jacobi polynomia Bee 
7-० २0 ic. can be ; ases of our main results ertain 


c., also follow as particular cases 


geometric function etc., can be obtained as special c 
results recently obtained by Goyal [5] Bhonsle [l] et 
of our main findings 


L प्रस्तावना 


रना 
प्रस्तुत प्रपत्त का उद्देश्य निम्नलिखित चार समाकलों को स्थापित के 


min 


| x” (] x) F, [p, 8; |e, पडिऱया ((—x)] Gp. 


A 4 
(bq) 


x प्रस्तुत प्रपत्र में माइजर क 6.फलन वाले चार नवीन सान्त समाकलों का मात ज्ञात किया 


TEEN g CpG 
(०)१ त 0 (l ta, r) r! 


k n420 
x 74-20, 4+20 | 


A(o, --॥), Alo ०-१) (ap) | ao 
COD शद eal 
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| ad 
| 
(4, p. 224, | 
(ba) | | 
i 
fe 
j) | 


(2.7) š F, [x, y] से दो चरों वाली हाइपरज्यामितीय श्रेणी का संकेत होता है 


Gp, Ë 
से 6-फलन [4, p 207); (ap) से Ais ४2, «+9 ap; (a, n) से AG + ])...(a-+-n— ]) (n धन संख्या है 
A(n, a) से afn, (a+ l)[n, ..., (a--n—I)[n; (n एक धन संख्या ai) 


Í 


समाकल (l.) निम्नलिखित प्रतिबन्ध समुच्चयों के अन्तगंत वैध हे 


(ü) 2(m+n)>(p+q), larg zl<( m+n? +4) ग, Re(B)>—], 


Re(n--o bj +)>0, (j=], ..., m)|t|<I, ० धन संख्या है | 


(ii) 2(m+n)>(p+q), arg zi<(m-+n— p = ग्र, Re(B)>—], 


Re(nto ७4)>0, (j=l, ..., m) | t |<, ० धन संख्या है तथा 
p q re : 
Re | 2 (aj) = > (b;)+ (2-६ ७५०० > 4 ( == ]) 


(iii) p<q अथवा p<q तथा |2|<), Re@--c bj+l)>0 
(च्या, ..., m) 7१८(8)> -- | t |<], ० धन संख्या है | 


p- p+, 4t? x(x—D 


ग _ 9 
|, x(x) [L—-(L—2x)i]b जह DRA 2 2 EIS) 
al 


da 


AG, —7), &(९ a=) (ap) | 
o, a +r) 


N20 


Sr a m= @ ine x z (०८), A ( 
| WG e 
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qfar समुच्चयों के अन्तर्गत समाकल (.2) वैध है वे नीचे दिये जा रहे हैं 
हित य 


jé í p- E g 
0 2० 2 ra) - आर min gf) र a> 
| 


धन संख्य £; 
y aa 200002) 2320 0 


। pq 
(ii) 2(m-+n)2( p+q), larg z| < (mtn = ) a, Re(a)> l, 


Reto b; + I)>0 ( J= l tf OE m), ० धन सख्या है तथा 


q = गं ] | 
Ë (a) 2 (नोक दी | >} (४-५), 
l Í ay 
Gü) p<q अथवा p<q तथा |< ]), Re(n--c ७॥)>0 
(j=l, ..., m), Re(a)>— l, ० धन संख्या है 


Ke न 
|. (p) 2273 x" (] —x)* exp [ at) ofi 


A, —n), Alo, a—); (ap) 


> Ta --]) (2०-३3) (bq) AG; ०-0 + ] 


° mnt? 
(oj z L, (D) (— 4)" Gpsap,qt2e | 7 
70 NC) —r) 
(.3) 


a _ (a) में खित प्रतिबन्ध 
जहां L, (x) लागेर agm"! हे; p=[l — N —2x)t+ qaja तथा (l.2) Ñ उल्लि 


न्वयो की तुष्टि होती हे | 


k कल FE 
[manae n eae Fi ME z 
(०५) | 
Ges o ER g dx 
X Gp q zx” (I 2 b) 
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MU) ss) (ण) — t)b-2-2 (rr (७0७ $ (p—B,r) (ot) 


| | 4 Fa) TOT 

5 Rs 

I m+aa,nto Alo, l-7), (4), A (¢, 7) 

a x G p420 ,q+20 z | NG goin): NE ar Lr), a (L4 4 
Fe 

i 4 

र जिन प्रतिबन्ध समुच्चयों के अन्तर्गत समाकल (.4) वैध है वे नीचे दिये जा रहे हैं : 

है 

I (ü) Re(a)> 7०१0, Re(p -a +r)>0, Re( p—a—B)>0 

š गी Re(n+e bj)>0 (J=], .... m), /१९(०--३-० aj +c)>0 


(चा, ~ n) Amb n)> (p+), larg z|<[m-+-n— aa 


० धन संख्या है ' 
(ii) Re(a)> Re(m)>0, Re(p—a+r)>0, Re(p—a—B)>0; 


Re(n-to bj)>0, (१च॥, ..., m), Re(a—n—« aj+0)>0, 


: sl | 
(j=, .... n), ० धन संख्या है z(m--n)>( 74) larg z| <(m+n— pt) t: i 


Ë 7 
Re | (aj)— b (b;)+ e >} (०-१). 


= $ ; n A =) 
Re [ (दो 2 (0) (९५0५2) | >} (2-9- 7) 


उपपत्ति : हमें ज्ञात हैं कि [2, 9. 943] 
S 
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45 ah 


माइजर के 0-फलन . . . 


वहाँ 042 |<. 
) के दोनों पक्षों में 


(5 
tn (ap) | yx ` `~ x x = 
L4 2१0 4 zx से गुणा करने ओर 0 से | सीमाओं के बीच x के प्रति समाकलित 
° (i= y (by) _ 
करने पर हमें (.6) की प्राप्ति होती है । 
m,n (ap) 2 
F I =, oxo 
: x(x) Fp, 8; l+-B; —xt, 0 —x)] 6५, | 2» ठं x 
] m (a,) 
= x oen peP ( OH Gog ZNA dx (4.6) 
ol so (lta, r) (l TERRY, 7) | (bg) 
ब (l.6) के दाहिने पक्ष के समाकलन तथा संकलन के क्रम का बदलने पर तथा इस प्रकार से 
यता से ज्ञात करने पर हमें वांछित फल (L.) tq 


प्राप्त +-समाकल का मान ज्ञात पल£! की सहा 


होता है ! 


(.6) के दाहिने पक्ष का यह क्रम परिवर्तेन वैध है" क्योंकि 


(pr) r) 0 >) (Se) ४ 


(१ me Uta, (+n) 


= 


समान रूप से स्थिर अन्तराल (0, /) में [e[<, के लिए अभिसारी हं | 


GD x का वैश्लेषिक फलन है । 
(b,) 


(ü) xn ( Isa 208 m,n [= 
son धों के अर © f है। 
(प) (l.6) के वाम पक्ष का समाकल (l) मे वर्णित प्रतिबन्ध के अन्तगंत परम अभिसारी है 


* प्रकार (l.l) की उपपत्ति पूरी हो जाती हे । 
Sey = में 
Caa ही wi (l), (4.3) तथा (l) को भी सिद्ध किया जा सकता है जिस 
k. फलों [ 7, P: 28] (24); 9, p. 035 ] का उपयोग किया जा सकता है | 


| 4xt? (x=) 
> ot xy; शतची 
5) [ —(l—2x)r}-P als 2 
a+] 
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(a, 
0 SD q—2x) rr, 0<x<l 
70 2 


00000 0) | 
—2a—] —— — 
° Exp p? of | el; 


r! (2०) 


5 ace. (0 2. (I—2x)r,0<x<l 
r=0 


जहाँ p=[l—2(l—2x) t443], (.5) के स्थान पर 


a 
xt 


(L+(x—I) te oF, ; नह 


p 


=T, B 
= (०78, r) tr A | 9 J ,O<x<l, Re (p—a—f)>0 


r=0 r! p 


2. विशिष्ट दशायें 


(4) की विशिष्ट दशाय : (i) ([.]) में ०=], =], n=p=q=2, काच-% h=0 
a=] b, b= l—c रखने तथा विख्यात फल [4, p. 25] का उपयोग करने पर हमें fafaa 
समाकल प्राप्त होगा जो नया प्रतीत होता है । 


|, X28 F, [p, ७ Ia, IB; —xt, (Ix) t] Fy [ a 


— (LTO) TQ 0 eats (pr) (0, 7) (—) 
pF UA OTF 


a, b, [ग ]— 
| x TR 5 2 Ci a 
c, l—a+n—r, 248447 | 


Ues I, Re (8)>— L, | t |<], | z |] अथवा z=, Re (— a—b)>0. 


में ८-७ च्या नयन, Cal47, 22/2 रख 
eq. (3)] से कतिपय सरलीकरण के पश्चात्‌ निम्नलिलित 


ने पर हमें शात af 


by a as apai — Chennai and eGangotri 
भाइजर के Ohad... 


47 
; rp: — nn: 
f x (Ix) F, [p, 8; La, LB; —xt, (lx) t] P, (I 2x) dx 
0 
(DO k) eË LE. व यी +k, k) PO ntk) TU +e) tt 
= (I-Fa, K) PQTB+ 742k) | 
k +k, +k, l+a+ß+2k, a—7 i 
ZE; zat (2.2) 
{ta-k, ltatB+k, 2+B+7+2k 


जहाँ Re (> — ], Re (8)>- ] तथा | 7 \<l. 


) में =], एच, n=p=0, q=2, bi=W|2, b,=—W|2 रखें, x के 
J4 रखें और उसमें ज्ञात फल [4, p. 79, eq. (44)] का उपयोग कर 


(ii) पुनः यदि (I-2 
स्यान पर x2, z के स्थान पर 2? 
तो हमें 


j x" (] —x3)8 F, [ p, 8; l+% I +B; —x? t, (L—x®) t] X Ju (zx) dx 
0 


TUB) TU+W/2+0) TU +W/2- atz W|2— a42 $ (p, r) (ë ND (—))” 
°° FOTW) oF 2 dl (EET > 
Ho ree 
“TU +W)2—a ncn P 2+B+"n+W|2+r) d 
oan l-rW|2 +n, I+W/2—-a+7 -an| A 
3 
IW, I+WI2—a-n—r, 2+W/2+B+n 


आप्त होगा जहाँ 


Re (2n--I)>0, Re (8)>—I, Re 2n+W+2)>0, | IE 


(४) पुनः (2.3) में waa, ॥--०/2 रखने पर थोड़े से सरलीकरण के बाद हमें निम्नांकित 
l 
k: स्प (sy B, [ p, 8; La, विकि र, (ऱ्य) fl Je G2) 7 
(2.4) 


२(8--]) 28 
= a 5 5 Š 
zB = Teen Ja+B+2rti (z) 7 
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अन्त में यदि हम (I.l) में p के स्थान पर —p, 8 के स्थान पर l+ Bj p, yt के सया 


-4 ` —v s = 
— C नथा (lx) के स्थान पर WF <Š ओर ज्ञात फ 
ee) +a) त्र फल 


eq. (7)] का उपयोग करें तो हाल ही में गोयल द्वारा प्राप्त फल मिलता है । 


p. 2७, | 


पुनः यदि हम उपर्युक्त प्रतिस्थापन (2.2) में करें तो हमें भोंसले!" का ज्ञात फल प्राप्त होगा। 
संक्षेपण की दृष्टि से इस प्रपत्र में हमने (l.l) की ही विशिष्ट दशाओं का उल्लेख किया है। 
कृतञ्चता-ञ्ञापन 


लेखिका प्रो० राठी तथा Sto के०सी० गुप्ता के प्रति आभार व्यक्त करती है जिन्होंने इस प्रपत्र के 
लेखन में सहायता पहुँचायी । बहुमूल्य सुझावों के लिए sto एस०पी० गोयल भी धन्यवाद के पात्र हैं। 
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[ प्राप्त--मई 20, 980 ] 


सारांश 
प्रस्तुत प्रपत्र में /-फलनों वाले कतिपय सान्त द्विगुण समाकलों का मान ज्ञात किया गया हैं। 
i | Abstract £ 
I Certain finite double integrals involving H-functions By S.N. Agal and 
D C. L. Koul, Department of Mathematics, M.R Engineering College Jaipur 
i In this paper certain finite double integrals involving H-functions have been 
evaluated. š | 
I re 
l. प्रस्तावना यु 
से प्रदशित ites 


म्त प्रकार 
0) मित्तल तथा gal द्वारा प्रचारित दो चरों वाले ॥-फलन को निम्त प्रक 
Tq 
खे परिमाषित किया जावेगा 


H | |= 0, n, : mg, no; ms, ns 


Pa, Qh = P2, Qs; Ps, Is 
i fx | ((ap,; apy, ADs): ((cP2, ypa)); (EPa AD 


| 
Ly 


(Bg, 4७ Bad) ` (az Di Say Fad) ⁄ 


!.]) 
Í | #(5, t) 0,(s) 99(t) x yt ds dt ( 


i: Le 
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जहाँ 
n f 
T (—aj+ajs + Aj t) | 4 
का... C C C ...र्‍... (2) | 
Í HEE | 
u i @ ra — b+ Bj; s + Bj t) JI I'(aj—aj $ — Aj t) 9 
+ i pe 
i 
a 
a ng 
4 P ra-y9 Ë rü—a 9 
E. z jel Jal | 
Comms मागा Ue) 
| 0 aas) H T(e—v;s) 
| jomgtt रीत 
22 भोति से š | 
4 एवं इसी प्रकार से #(!) के लिए है तथा La, ८० उपयुक्त रीति से परिभाषित हैं; x, AO, अस्तित्व बद | 
P के प्रतिबन्ध भी उसी प्रपत्र”! में विस्तार से दिये हैं अतः यह मान लिया जावेगा कि पूरे प्रपत्र में उनकी 


तुष्टि होती है । 


संकेत 


(i) विन्दुओं U का अर्थं है कि (ll) में आये हुए वे ही प्राचल संगत स्थलों पर प्रयुक्त at 
पुनश्च (०५; ०५, Ap) से (०।; ap, Ar), -o (ap; ap, 4/)-प्राचलों के अनुक्रम का प्रदर्शन होगा | 


Gi) फाक्स के #-फलन को निम्न प्रकार से प्रदर्शित एवं परिभाषित किया sae: 


m,n m,n ((ap, a 
à [ (७८.७) 
g Ig: जा 
L) 
= 5 |. 0,(s) 25 ds ( | 


प्रतिबल | 
जहां 0) 0,(s) के समरूप हे ओर 7, एक उपयुक्त HEC š । इस समाकल के अस्तित्व आदि कें प्रति | 
प्रपत्र में दिये हुए हैं अतः यह मान लिया जावेगा कि पूरे प्रपत्र में उनकी तुष्टि होती है । 


हमें निम्नलिखित परिणामों की आवश्यकता होगी 


T(a) T(B) 


| ° gila+Ble (si - = iz 
h ei(a+B)0 (sin 6)०- (cos 0)87 q0— ei" el Tab) 


if IR ; T etk) Ë 
Tek!) 70 Lk D IS (a a 
a Tu o Teter kt) | 


. 
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peer 58५८०) < s 
7 ९८ (b)>—! के लिए वध 6 जहा ८ (९) जैकोबी का बहुपद है । 
oa? 


गे Rel 


| जी 
3) H | 
दि 
को 

i 


) प्रमुख a माकल 


(a,b 
हि 700! -yabi ४९७ Pp” (200 
0 


0 
| का z 00 2 yu ( | yA का 
x ay 
22 Yuet 62 ye ( iT -))% 2 


eita2 [७ प) Tek) P(a—c+k) 
k! I'(a—c) — ara- To era ती ck +2) 


ITU) 
23 ९ = 
H 0, n, + 2 : 
Pit2, ar 5२९२०३ intl 
गे | l Zo € 7 


(Ia; wy, ua), ( -2; 28,, 205), (Gps “p° Api) + ०० = 


॥ a 28; ui 28, i P 200 (Eg Bar Bay) = 9 = l @.) 


जहाँ Y=[y(l—y?) + iy] 
|.) 
वशे कि 
L5) 
$ 


qed 


: d ॥ १-७ 
(i) Re( tu, Lu +t )>0 Re (8. — +82 F ) 
(j=, ..., mo; k=l, ..., Ms) 


5 Sp 070; 
(il) ९(०:>--], Re(b)>— l, Re(a)>9, Re(B)>0, t Har ९७ ९१ 


Ss a (a,b) _2x 


0 J0 


XH, [29५५० xAyt (| — 92०] dx dy 
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ira T n m 3st í: on 
cio TREN) potis (gious 
il | 
(L —a, u), ((—2B, 28), (—c, A), (Cap, ep)» (४-० A) ) व 
(a—c-+k, à), (by ID), C- ०८-28, u+28), (-- [7--98 --८--/६, A) J (2.2) 
बशर्ते कि 
Bb; b; / bj \ 
R ~! \>0, Re ( ed \>0, Re etA \> LCI 
e( atu- ) (paee Ta (et > LCS 
a,b) 
| xe yam (Ix) (] --९)8- yore P. 027) \ 
0४0 \ 
x Hy [809 yY] dx dy 
_ ea T(b-Lk Ë l) १042, नडे f ee | 
== usss p+3, 64 | ze!" ul? 
(८ u), (-० 2), (ap, eg), (४-०, 2) l 
(28, 20), (a—c+k, A), (by, f), (—a—2B, u +8), (—l—b-e-hs 
(2.3) 
बशर्ते कि 


b; f 
Re ( a--u ia ) >0, Re | 8-8 oS | >0, 


/ is 
Re Ñ a )> —l, (==), ..., कळ १ 


SE at 
[taxa yaya yang poh am 


n 


m 
x Ay, [zx ye —y?)-6 yu ] dx dy 


K... ४०१८ ॥(9--८-- OME (७४) हड पत (= 
kl bis gta | ze! गे 4/2 


=~ 
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( j—a, 


u), (i—at+e—k, à), (ap, ep), (b+e+k +2, 2) 3] 
(2.4) 
| (28, 28), (c [ल il > A), ((by, f), a —a+c, A), (] —a—28B, e 


ana कि il 
j 


aj- ñ aj— l 
22) u>28, Re (B+ = \>0, Re(c+a pal) sb 


ej 


Br (j=... nisa: 


४ ; (4,0) 
| | xe ye (Lx) ([--9207 Yee P, (2x) 
o Jo 


\ L a [zx yu] — yey? Y- (u+Š)] dx dy 
iTal2 P'(b ++ k + | ) m+ 3,n-+l J | 
g e = Hy, 3,q+4 i 


| Cc, 2), (lap ep); (८-- 28, u--28), (१-८, १) ) (2.5) < 
à 


ze 


| (ou), (28, 28), (act k, A (bn) ५ ७ ७ k, 


| ॥ बशते कि 


3) % b; (८/- ))-.0 
I Re ( c+) ठप )>0, Re ( atu ej )> ’ 


Re ( g+ tiD )>0, (j=, .. m i= I, ..., m); 
j 


A [5 o (०.७) 
[= a yae Yer? Py (02) 


m,n 


aa x Can १८७८४ 


x H 


` eirala p š pis | sae 
b= l) Blan ai Ë ule 


(Ina, u), (—28, 28), (—a-+e—k, 3) (ap oo) OPO क | (2.6 
(CHI, 0), (७५, fp), (-2-28, ४+20) U Are A 
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aud कि 


ope b; 
Ref CHA at ॥ )>0, Re (« Lu >)>७ 


Rel B+ ous >0, (i= J very M; j= JU `... n); 
ee AS 


2 


b) 
| | xe yet (| —x)b (l — p22 Yer2B ri ies 
0०0 


mrt A : 
x Ay, [20१ न्य. - y2)8 ४०-१५] dx dy 


त i a2 ॥(७--॥-- l) mr2, n+2 | जण 


k! P+3, q+4 


| ((-%, 20), (lL—a--e—k, A), ((ap, ०%)), (b +c +k+2, A) 
(a, u), (c+, A), (by, fy), ([--०-28, 25—u), (L —a +c, à) 


u<26, Re(c FA 2) > = J|, Re (° +u (aj = Y >0, 
a) ej 


fi 


b; 
Re 8#+8 =! ) ONES mn jl. n); 
f: | 5 US " £ ४०५०४ (a,b) 
o Jo 277 (I —x)b (I —y2)8- Yours Pj” (| 2x) 


zx yu (L—y?)- 6 y-(urd )] dx dy 


[ e iTul2 | 


+e, A) 


"28 u +28), (b+e+k+2,) 


= ८4. > 5) 


b- 


. ` 
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शा)! (aj—!) 
Rel c+ “i= )>-ा, Re (atu "ल. 


I) 
Rel B+8 cs =! >0, (j=l, --७ n). 


समाकल (2.2) से (2 8) तक में, Y=[A—y? + iy] तथा यह कल्पना की गई है कि (2.l) 
के ताय उल्लिखित (ii) के प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं तथा v, 8, )>0. 


उपपत्तियाँ : (2.]) की स्थापना हेतु (2.!) के समाकल्य में (l.) से मेलित-वार्नीज के कंटूर 
madi के पदों में दो चरों वाले ॥-फलन का मान लिखते हैं, और समाकलन के क्रम को उलट देते हैं 
(जो कथित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत वैध है), (l.5) तथा (l.6) की सहायता से आन्तरिक समाकल का 
रान ज्ञात करते हैं तो (।.]) की सहायता से विश्लेषण करने पर वांछित परिणाम (2.]) की प्राप्ति 


होती है । 


शेष समाकलों (2.2) से (2.8) तक की उपपत्तियाँ इसी प्रकार हैं अतः उन्हें नहीं दिया गया । 
3. विशिष्ट ema 


(2.) में p,=q,=0 रखने पर 


feral 3 (a,b) 
[| ya (ap Oy ve C 
0 J0 


mg, n ((Cpy oe 
2700. 20.2 yr (l —y2)Ši Yat Š)! 
0) i iy ( | (dogs 793) 


(Cy - dx dy 
(fag Fas) 


k! L'(a—c) I(bkekk+2) 


ORS rh, GUE 
XH | 
£) 


Zo ९722 | 


x ma,nə ve: 
2 Hoe १५2 (| --)7) 78 Yeats 


| (=e 00 HRY, (Q 29 NONE | 


A (l~a --28; ४--28, , ॥--28, 2... ««« 
WA कि (2 a i 0 


l) में उल्लिखित प्रतिबन्धो की तुष्टि हो । 
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(2.) से लेकर (2.8) तक में निहित /7-फलनों की सामान्य प्रकृति के कारण इसी प्रकार ते 


अन्य अनेक विशिष्ट दशायें दी जा सकती हैं । 


fa 


निर्देश 
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RÀ yiinon 


स्टालंग संख्याओं के कतिपय तत्समक 


बी० Ho राथ, Wao Uae सिह तथा वी०पी० fag 
गणित विभाग, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 


[प्राप्त--अप्रैल 5, ।982| 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में प्रथम तथा द्वितीय प्रकार की स्टालंग संख्याओं के लिए तत्समकों की स्थापना की 


गई है किन्तु सहचारी स्टलिंग संख्याओं के संगत तत्समक अन्तर्ज्ञीनात्मक हो जाते हैं | 
Abstract 


Some identities for Stirling numbers. By B.K. Rai, S.N. Singh and V.P. Singh, > 
Department of Mathematics, B.H.U., Varanasi. 


numbers of the first’kind and 


The present paper establishes identities for Stirling fi 
ted Stirling numbers 


£ second kind, while the corresponding identities for taea 
are rendered intuitive. 


l. प्रस्तावना 


इस प्रपत्र में कालिट्ज के अनुसार S,(n, k) तथा S(n, l) क्रमशः प्रथम तथा द्वितीय प्रकार की 
स्टलिंग संख्याओं को सूचित करते हैं । 5,(7 k) क्रमचयन हैं 
Z,= (l, 2, ..., n) 


क मं £ चक हैं जबकि S(n, k) 2, के k sargi में बिभाजनों की संख्या है, यदि 


š ; (i.4) 
Si(n, k)=2\ i ) dn ४७) 
J 
| q š "व्या है जिसमें k चक्र 
कः (n, k) जो प्रथम प्रकार की सहचारी स्टलिंग संख्या है, Zn के क्रमचयत की संख्या ह जिसमे k a | 
र प्रत्येक <] š š 


4९३ गई का है यदि 
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Go. DE n aj), 
C= L. ED (ly 


यह विदित है कि प्रथम प्रकार की स्टलिंग संख्याएँ 
n 
H2 S, (n, k) x4 03 | 
के द्वारा और दूसरे प्रकार की संख्याएँ 
x= 2 S(n, ७ ७ cn | 


के द्वारा परिगाषित की जा सकती हैं जहाँ [x] से उन्नत क्रमगुणन (Factorial) 
(अन), ..., (सका) 
तथा [x], से पतनोन्मुख क्रमगुणन 


x(x—Il), ..., (x—k-+). 


| 
तो b(n, k) 2, के विभाजनों की संख्या है जिरुमें k ब्लाक हैं जिसमें से प्रत्येक की गणन संख्या >] १३ 


| 
| 
i b 
| 
| 


` सूचित होते हैं | स्टलिंग संख्याओं के गुणों का उपयोग करते हुए हम निम्नलिखित तत्समकों को fee | 


/ करना चाहते हैं 


Ë CDi 80-%/-0 2, SU, k) =(=" +) स 
j=i =0 


2 Si j=) Ë S(J, k) b= ait (6 
jut = | 


= Du ie [x]: 


IÑ b(j—s, k—s) k 


i if 
) दर सक तोडत ( 
M 3 i er s \ SI) 


4 
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स्टलिंग संख्याओं के कतिपय तत्समक 


र a 
हंख्यांओ ! तथा / के लिए, जहाँ 7. 
qa a? 
है f: 
ह्‌। (4.5) की eater 
(.5) के वामपक्ष से प्रारम्भ करने पर 
3) 
n 
Eiri ator EY =P 2 o 
|.) ait Sin—i, 7-2) D 7... 
= X S(n—i, j -i) [xX [FEF 
it 
| 
emat! [7] = (~ )' [-/ के परिपेक्ष्य Ñ (.9) से 
n K e. > a. š हैं 
-])४ (x Fi) [x]i== Z (~) S(n—i, j—i) LX}. 
J ati 
प्राप्त होता है । 
सिद 


सम्बन्ध (l.3) का उपयोग करने पर यह प्रदर्शित करना सरल है कि 
cs l)" (x H i)" i DP i= Dy (-- I) S(n—i J -i) 2) Sis k) x; 
जिससे ([.5) की स्थापना हो जाती है । 


(6) की उपपत्ति 


(L6) को सिद्ध करने के लिए यह प्रदर्शित करना पर्याप्त होगा कि 


Ë 3 p ee i D) xj 
xi [शा =x 5 S,(n Un] ) XJ 
ye 


k- | = 2! S,(n—i, j—i) xj, 


ET) 


` 


šT 
की सहायता से (L6 ) प्रदान करता ë । 
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हमारे द्वारा प्राप्त (I.7) तथा (I 08) की व्युत्पत्ति अत्यन्त प्रत्यक्ष है। यहाँ पर हमने ([ 3) का Me 
(4.6) सम्बन्धों के साथ साथ (ll) तथा (J.2) निरूपणों का उपयोग किया है । विस्तृत ah [| ` 


छोड़ दिया गया है | 

निर्देश 
रायोडेन, sto, An Introduction to Combinatorial Analysis. SA विले एण्ड qw 3 
च्यूयाके, 958 


2. कालिटज, एल०, Duke Math. J., 97], 38, 783. 
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कतिपय विस्तारित बरनोंलो तथा यूलर बहुपदों का अभिलक्षण-वर्णन 


एस० एन० सिंह, वी० पी० fag तथा बी० Fo राय 


गणित विभाग, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणझी 
[ प्राप्त--मार्च l, 982] 


सरांश 


ñ झी पदों k; ग किया 
विस्तारित वरनौली तथा यूलर बहुपदों B(n,h,a,k; x) के लिए गुणन सुत्र वा प्रयोग 


गया है जिससे इन बहुपदों का अभिलक्षण ज्ञात हो सके । 
Abstract 
न mials. 
A characterization of some extended Bernoulli and Euler ae 
By S. N. Singh, V. P. Singh and B. K. Rai, Department of Mathematics, 
Hindu University, Varanasi. 


nd Euler polynomial 
whereby the corre 
bers are rendered 


B A muluplication formula for the extended Bernoulli ग 
(a, h, a, k; x) has been used to characterize these polynomi4 S, 
Ponding results for Bernoulli and Euler polynomials and num 

intuitive, 


L प्रस्तावना 


à देश्य से सिह 
विस्तारित बरनौली तथा यूलर बहुपदों एवं संख्याओं को सम्मिलित करने के उद्देश्य से सिह 


तथा र = a 
THN B (n, h, a, k; x) बहुपदों का अध्ययत्त किया जिन्हे जनक EEEE 


a) 


k Bin, h, a, k; x) __20# logt(s))k D >~ 
१ ns = CO 


शरा T प्रच £ h 
रि - णाक हे तथा =o 
जारित किया गया जहाँ a अनण वास्तविक संख्या है, k एक अनेण aq है 
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उसमें निहित विभिन्न प्राचलों के विशिष्टीकरण से हमारे बहुपदों B(n, h, a, k, x) 


विस्तारित बरनौली, यूलर तथा यूलरी बहुपदों के मध्य निम्नलिखित सम्बन्ध पाया गया | 
(i) विस्तारित बरनौली बहुपद 
8(0,/, |, 3) 55 (0,/:2) 
(४) विस्तारित बरनौली संख्याएँ 
8(0,॥, |, ०) ४07) 
(iii) विस्तारित यूलर बहुपद 


B(n,h,l,0;x)= e(n,h; x) 


(iv) विस्तारित यूलर संख्याएं 


B(n,h,-l,0;0=(n,h) 

(५) विस्तारित यूलरी बहुपद 
2 

B(n,h,a.o;x) = TEA H(n,h,a;x) 

(vi) विस्तारित यूलरी संख्याएं 
2) 
B(n,h,a,0;0) =o), 
_ जहाँ विस्तारित बरनौली, य्ूलर तथा यूलरी बहुपदों एवं संख्याओं का सूत्रपात का 


इस टिप्पणी में हम यह प्रदर्शित करता चाहते हैं कि (].!) का अभिलक्षण गुणन सुत 


B f ham k le ~ mË hak x) 
4) ar e 3 ISX + A = En Bia, 7,0, MX), 


संख्या के लिए आया है । 


हम देखेंगे कि बहुपद समुच्चय “7 


(3) 


(J) 


fee) है किया) 


तथा 


A 


tized Samaj E dation Chennai and eGangotri 
Prefer eater qar gare बहुपद 


t \k 
AG ) exp xt 


(exp t—a) (2.l) 


© fn 
Z D,(x;a,k) LS: 
था. n=0 


= जहाँ अनण वक संख्या हे k एः भेक è =: 
रर” परिभाषित हैं, जहाँ ८ नृण are Te और K एक पूर्णांक है, उसका अभि 


ama गुणन सुत 
m-l / 


pe Dn am,k) Aen D,(mx;a,k) (2.2) 


ro टी 


3) | है। अधिक संक्षेप में, यदि बहुपद f(x;a,k) दारी ग के एक मात के लिए (22) at उचि a 
तो f(x;a,k)= Dy(x3a,k)- 


S 


अब माना कि f(n,h,aktx) h तथा x दोनों में बहुपद हैं, तो 


4) 
| d 
j Ee p(n mh, ) त f (n,ha,k;mx) (2.3) 
I =0 aS 
5 $” a 
॥ हम 
r fa,h,a,k;x) =£ A,(n,h,a,k) D,(x;a,k), Re 
a r 
0 
| 


भी रख सकते हैं जहाँ A,(n,h,a,k) h में बहुपद é | 
(2.2), (2.3) तथा (2.4) से यह निकलता है कि 

2 A,(n,h,a,k) D, (mx;a,k)=2 Ar (n,mh,a,k) D + (mx,a,k) m°” 

U. ii 

भत: m™A,(n,h,a,k)=A,(n,mh,a,k). 


चूंकि A,(n,h,a,k) h Ñ बहुपद है अतः हम लिख सकते हैं कि 


Ar(n,h,a.k)=2 C,j(n,a,k)hi. 
j 


(2.5) में प्रतिस्थापित करने पर 


s mX C,;(n,a.k)hi= ZG, ;(n.a,k)mj hi. 
E : 
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यह समस्त h के लिए सत्य होगा यदि ओर केवल यदि 
mrC,;(n,a,k)= miC,j(H,4,k), (730, ,2,...) 
अतः यदि (2.3) MAL के एक मान के लिए सत्य है तो हम पाते हैं कि 
C,j(n,a,k)=0, (rj). 
फलतः (2.6) 


A,(n,h,a,k)= C,(n,a ,k)hr, 


में समानीत हो जाता है जहाँ 
C,(n.a,k) = C,,(n,a,k) 
तथा (2.4) | 
fin,h,a,k;x)= 0,(0.4,/६) Drak ir. | 
‘ ९) | | 
हो जाता है। इसके विलोमतः, (2.7) रूप को कोई भी agra (2.3) की तुष्टि करता हैन | 
C (mak) यादृच्छिक है । विशेष रूप से यदि बहुपद /(/,/,०,॥४) mél से एक मात के लिए 
(2.3) की तुष्टि करे तो सभीकरण समस्त m के लिए सही उतरता है | | 


| 
| 
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सान्त समाकल 


atgo एन० प्रसाद तथा यू" यस० मिश्च 
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[ प्राप्त--सितम्बर 5, 98] ] 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में जैकोबी बहुपद तथा कई चरों वाले परिवद्धित #-फलन के गुणनफल वाले एक 


),] K 
) ara समाकल का मान ज्ञात किया गया हे | 


a Abstract 
i . . `w 
À finite integral involving a Jacobi polynomial and a modified Hfuncion of N 
several variables. By Y.N. Prasad and U.S. Mishra, Applied Mathematics Section, 


Institute of Technology, Banaras Hindu University Varanasi. 


ct of Jacobi polynomial and 
valuated. As the modifi24 
lving these functions 
r Appell function, 


In this paper, a finite integra! involving the produ 
modified H-function of several variables has been € 
H-function is of generalized character, anumber of integrals invo 
Have been deduced. The integrals would also yield relations fo 
ही co aig functions, Meiger’s G-function etc. on specializing the parameters. 
Mo for modified H-function of several variables in a = 
00 set of a Jacobi polynomial and an H-function has been obtained by 

integrals. 


l प्रस्तावना 


*चरों वाला परिवद्धित Haa को परिभावा प्रसाद तथा सिह ते तित भहा दीहे 
[es (४०५५-०१ ) 
k . . (MON) l 
D,q;R:[P' 0]; Fe [PMO] | (Dy. ar) y: 
Í fs; ( By jae 2 
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pE ® 28) `L noi TN (7) छ j 
| 
| 
J 


ki fom (es ह) eB न कळ, Bey 


(को, ro he. 40050) 5० -Pr(SyW(Sy, - - ., 5p) 
Kaas - + s X75,d5, . . ds, 
i (7) 


है! (D (i) N (7) (7) 
ime r ( द — 3; 53 ) ir ( Ine, +» ) 


ही भर jr jz 
जहां %i(s;) —OQm ay a Pw 3 a a 
í H "(अ + Ys) H rà छ m J 
J=MO-+) 2 ye yori J J 


n r (i) 

in e ) 
jut i=] 
Yli - . o लोच्या 


r G r ti 
HR TOFD gs) 2 Th aE o s) 
jal im jonil 


R r (7) ti) 
mef तत ए G ) 
ju टी य J J Si 


का 
H r( ba 80 7 9 ) 
j= CE 
यहाँ पर तथा इसके आगे ada (i) से Sai की संख्या सचित होगी यथा po = pr b= b" इत्याद l 

3 Sy à अत्र 
o=V—I, {(cpyp)} तथा I ( ap; ( a” = 0, ee J से क्रमशः p प्राचलों TV 

b / 


i a (i) | of L 
(0397), . - (0७%) तथा ( ai ( a; ) im... F ) Aad ( ap; ( ap )i= ° aa 
T Š Ñ ये 
बोध होगा । रिक्त गुणनफल को इकाई माना गया है, (22) तथा (l) "T n 
as 8 p 5 (i) (i) ©) Ppa 
° धि» शे” 8. 7) चन तथा वास्तविक हैं एवं ०, b, ८ › Go b J 
७, शै, pa PQ घन पुर्णाक है जिससे कि 0<4, 0, 056 
संख्या है जिससे YG, . . s) के हर में सम्मिश्र संकेतों वाले P फ 
अभिसरण के प्रतिबन्ध निर्देशांक में दिए गए हैं । 


0 0), ogi [ 


की सं | 
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) प्रमुख समाकल 
<j जिस समाकल का मान ज्ञात करना है वह है 
९ 


० pA | 950030:(M ND); (NID 
f (l = (l x)" Pr (x) Ta RIPUQ: = POOD ) 


| Í ap; ( ay \i= टका r )} : {csp o o S {( cain , Yt } ; 

[ p [ gè y= eats ; ( ike ( a z ve |, Sher } : 

[zaza Cage sap) 20-५0 १:06 alah 
42“ 


. दक)" | dx 


pto+ : ||. 
ney 0 Oa 2 Diya 


De "० ८. 


((—f—m;l, +: EI) 
Hor TI2:(MU.N); . (n, N) Í J 
FLA;R-FI:IP’,ON; . . 3 [Pi QI N 9 ! 
pTlq;R-l:[P” Q; . . 3 [P,Q] | by; ( B; ja ar \ 


š DN. Š 
{( ap; ( ap )= eae of? )) (o+ liun Hos, p20 <ç) (- पय) 8 


G) A 
bo+2+ mh, by lig — Hols Hg, ५ - ७ rk Iyer), i Ins ( Bi 


tc, iy, 5 5 m 2 
b Y); 5 {( © {OP y ind} 
k >Z 2hr Éa, Za 23652 
d, S 
on 0, )); ...; (४० Do 


s 
hr+(-DDPr 
zs 2/8/3, .. Zr 2 


| 
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amd कि, o, hii}, «o 7),।८४(२= |+ ..., r) धन है 


Tr 


r 
ReB+-)>0, Re(I+e+ 2 hiai) >0, Re (' +o 2 (De >0, 


UNS : 
| arg Z; | <47 im, जहाँ a;=-min Red; | 3; ) j=l, p MÒ, चचा, r 


n P OG y? (D 
i) 5 ti) Ay We i 
तथा V;= 2 sy tS: 2 (20 4p 2 0+ j 3 Pp. 

gar J pen FEST J yO! JS 


उपपत्ति: (2.) को सिद्ध करने के लिये हम समाकल्य में (l.) का व्यवहार करते हुये समाः | 
कलन तथा संकलन के क्रम को बदलते हैं । तब बायें सदस्य को निम्न प्रकार लिखा जा सकता है: 


roy J 000 | Palsa) +. Pr(Sr)Y(SI, -> अ) Z 53, ..., टी 


A 


i r itl | Ç 
॥ (l aa गड hisi 0 exe Te, CC Dassi pees dx | ds, -s dsr. (22) 


i 
आन्तरिक समाकल का मान एडेल्यी इत्यादि! [[955, 283(3)] की सहायता से निकातते | 
अर्थात्‌ š | 


(a,B) 


[Wa r page PP करत Ml HD) ToD Tate tt 


PEF) Pat) Tar! 


f—n,akB+nl,pkl 
j xF, | 3] 
Bas Wael, phon? J 


१ 


I o 


Ta r . 
PROD hisi Gute Ta 
2 am rA (i Juisi r(e सर्न z i) 


Mery 
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ñ j 
| —n a+ B+-n+, pki» hisi l 
: ree | 
f(D pisi Ep 
॥ Lod नी ( )) je | š a. | 
| a +o+2+ 2 h 2 (LES nisi] 
L i=] i= J 


Sy Sy 
AGI) ... CE) BS, ++ 5) Z, > eor (0 ooo OS, 


apron (ntal) % (“हिल टिक कक I | [ 


Bae 
= ककया) eFI) mo m! (I +-a)m (role, र्‍या 

) 
Ji 3 hisi w 5 (l pee Tip mle hi si) (o i) 0 ) 

Diet i=l \ mU — 

x r S ae 
r(e +o 2--m-+- š hisi+ 2. (20 0709 ) < 
sı Sr as (2.4) 

22) $,(5;) aan ACA) ICN 255 Sr) Zi seo Zr ds, wee aSr 


जिससे (2) sea होता है । 


3. विशिष्ट दशायें 


प-फलन को कदूर 

(0) (2.]) में h=hs=hs=. = भातत) प हि pa विनिमय करने, 

समाकलों के दक्षिण पक्ष में अभिव्यक्त करने, समाकलन तथा संकलन % 3 4 ga: (a) का प्रयोग 
सेमाकल के अन्तर्गत की श्रोणी का मान गाँस प्रमेय की सहायता से (ERTER S 


केर पर हमें निम्नलिखित फल प्राप्त होता है । 


NO 
! (lx)? P, (x) H, q R: [P Q'); .. IP" 0 


(7) (7) 


Ñ i Y 
| G5 (७५)... ..., 0); Cen Vp 3 (ल, vpn)! a 
7 (r) r š 
i TG क (कल, San) 
| (b; CN oS KER ( Un. fae OE (aq SQ 


CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


70 र प्रसाद तथा. मिश्र 


s alae HI, 22 +x)"2, . z (l +x) ay dx 


DETA 


A 200०) | 0, aH | : (A, Ns (An, NO) 
E माङ) FI, gq; R:[P', OT ...; [Pn, Qn] 
= 


í -a—m; 0). {(ap; @ “en fA) 
| 
| (by; (By Ji- १०५४) 7), (a tot 2 +m; By Ko, +: (= Ib) eee) Hy); 


, , (r) (r) 
(o+ l: uy, —Ez +o. (- Ds), : ((०५७ Yp} .... (Cpr) Ybr) 


( (D) 


OO fh vp on Ces: as 


( 
Q 7) 


„+J 
3 By DO, % 2 6 0. 


amd कि ८, o, ५; (i=l, ..., r) घनात्मक हैं 


(H) (2.4) =r, ॥३=॥३ -.., hy =H, रखने पर, 


A im (a, B) oOo ; १): ...; (MD N”) 
|. Pp Po) Hè ४0080 


(५ 9), 2 4 , r (४) (7) 
Pigg ier» “७ 7); Ci 2 Yp)’; 2 {cps Yp)? 


aT Ç ` 
cB as COs ons DY Cm 800); es Coen Ba 
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7] 


Qero+d P(n+a-+l) > (=") n(e+8+n+),, 


TET TOFI) o meth 


í (--० =m; Hy, 77/9, rol Tr ur); 
: (M, N); ...; (ALM, NO) | 
0, n . (M > र ; | : 
H q: R+4+l: [PO's 5 [P?, On] 5 : 
p+ | WOR kao oor 


{(ap; (cs): Ls cee Me (oF l 3 t bas 3s es (= I Hr), 


(0) 00) 
(pto+2 +-m; Dy) 208, sees (I +(— Oyar r) {lr (Up > fr Jian tees r); 


] I : (7) (7) 
: {Cp yp) ; Cpr» Yhn)? 


tr) (r) 


{dy % ०) (Carr 2९७))) 


D ama कि p, ०, (= L, ..., r) धनात्मक हैं x 


T व 
#08.-) >0, Re AL Pae )>0, Ref! tot 2 (Naas )>0, 
i=l = 


| 
BA OUT Z oon Be par ta, | (3.2) 
J 


7 ।१2; |<३/; z, जहाँ a; तथा V; (2.]) के ही समान हैं 


WD (2.4 ) में n=p=q=0, रखने पर 


l X 6 N “ y” (MD Nir) 
J Gaye atar oo co He ४०७ ण, 80) 


(GN (7) (r) 
७४०८१) E 


| 
| 
i i , r (r 
LIEU ah: ta 8५0); = (११, Šan)) 
) 


k. cotta, | dx 
als) (+ x), zy(l—x)t2 (L-—x) 02, «o बी कीती (निर) 
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pron (एप ळ्या) & (—m)a (०0२) 
=n) e) EO m! (व्या )m 


TANO NOD, NI) 
H L0 R ] P”, 0] [P”, 00] 


BE io on liha O bi, Ha, ceo (CDTi), 


है D (D 
(po H2 i m; hip tas Me Has "७ hr--(— Dkr), {ni (Ur > fn izu oo ph 


í 
| 
| 
| 
L 


c) (m 
í (०१७१७) 3 Kpm? pint | 
| i a 2, Dita 20 22 E2, iZ 2000, | 
(r) Ç | 
| ((४0७ 00०): {din San} J 
(33) 
ang कि pro, hil, ..., r), f=, ..., r) घनात्मक हैं 
r 
v / ॥१८(8--!)>0, र्थ! +p- > hy ay ) >0, Re ( lo 2 CE pr ०)>0, 
ed i= i= 
| arg z; |<4Vi z, जहाँ a, तथा V, (2.]) के ही समान हैं 
१7 in. च 
(IV) (2) में R=0, M'=M"=...= Mn =0=N'=N Len IP 
=PN=0=0=0'=0"=...=O” तथा r=2 रखने पर यह निम्न में समानीत हो जाता € 
a 2] d 
; Ix) Gi +x)? P. 4 Ix) (I xfs, zo(l -.४)/2 (| EI 
ना YE, [टा A—x) 


2 T'(n+a-+l) > (-- Ir (a+ B+n- }) 


i ~ Lin) iatl) ns m! (l+a)m 

j 
| | 
0,n+ I Dhrt ey Zi ( p—m hy, hy), (— 6; Hl, Ho), {(4p; op) ap)} | ७ 

2 
K... gH | ET) | 
2 
bo Opt), (pom 3s hits 
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(Get) सिह] का फल (2.) है। 

a š 

(५) (3.4) में ५८८८0, ०४, hi=h, रखने तथा दक्षिण पक्ष में दो चरों वाले ॥-फलन के 

x समाकलों में रखने पर, समाकलन तथा संकलन के क्रम को परस्पर विनिमय करने, आन्तरिक 


लिए के 
श्रेणी का माच 
F í — N, 4, B; -] ] = KOO) (3.5) 
g l at+B—y—n+ l J (2) (y —a—P)n 
की सहायता से निकालने एवं तब Astal अर्थात्‌ 
T(a+l) (OT (3.6) 


TFin—sFD 
का उपयोग करने पर हमें साहा का नवोन फरल! प्राप्त होता है [5, p. (53) Eq. (2.3) | । 


4, प्रसार 


इस अनुभाग में समाकल (2.]) का प्रयोग करते हुए जैकोबी बहुपद तथा कई चरों बाले qf- 
वधित प्र-फलन के लिए निम्नलिखित प्रसार (2.) में दिये गए प्रतिबन्धों के अन्तर्गत प्राप्त करेंगे । 


(न Š 
i {(ap; (ap Ji- `... 2); 
; 0: (M^, ND), QM), NID) 
U= x)? (] +x)° H 0, “b 0 (M's ne -Tp 000 | ; 
P B ROP OT i E | Lt 


MRR J. ¿m (re 
((०५,, १७०); coo {Cys Yan); 


SO (Q ge 0) (r) 
Ms Up, is ew "७ DH (dis 8D} 03 (an १९०) “४ {dar १००) 


] 
; ~ | 
PAU aya (Ia), 57% Q 2) Ps य | 
J 
L > 5 (mla HBr DI(akb4rh md) pee (x) 


730 mao को 776१ ७7 |) re+r+)) 
Ap I) 
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| (—a—p =m; hy, ..., h,), 


IL {bg (8५ Jian XR) णो 


(कः (s ee e., D (--०--8; By, Has ** ७ (— ] Jea Hy) 
ta 


l M' N’) ( (r) N) 
त» ae [P’, 2" [2५), 0] 


F G) (O 
j (—p—o— a —p—m— l; hy + (४७ ॥2 "2, + hrt (= Lr pr), {CRs (Up TR ier )} 
te (r) ग 
i po Vp ss {lepi Y wn} : | 
a NP ee ; z, टिपत, 22 202002, ..., Z, 20-30 ay | (4) 
E (m n | 
$ (don Bq) - Kor Ser) J 


उपपत्ति (4.!) को प्राप्त करने के लिए (4.!) के वाम पक्ष को 


o ( ) 
BES (x) 


r=0 
मात लेंगे । 


समीकरण (4.2) वैध है क्योंकि वाम पक्ष का व्यंजक संतत है और विवृत अन्तराल ( =! J. 
में परिवद्ध विचरण वाला Š । (4.2) के दोनों पक्षों को ([-20% (I+-2)8 P, @) से एग T 


ओर — से + सीमाओं के बीच > के प्रति जैकोबी बहुपदों के“ लाम्बिकता गुण का डा के | 
 समाकलित करने तथा वाम पक्ष [p. 286, Eq.(5) and (9)] का (2.4) की सहायता से मात 


0000000000 र्य l) 


P(a+l) /(8--]--7?) ee ह) 


n+l; : (M', NP); ...; (MD, NO) 
a 0 RO BD, Qu] 
चि 


(—a—p—m; hy, 2, hy) 
| 
| 


L {(bs; (By View C05 ais 
so (ye Pia) 


(Q) 
(प), le (Ua f" 
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(7) (7) 
(cin yp ae (Epor Yp) 


oe te A 
52, टि, VETA, s Drs Th, 


(r) (7) 
{di ७) +3 (Goon १०७) 


प्राण होता है । (4.2) में (4.3) से M, का मान रखने पर हमें (4.!) प्राप्त होता हे । 


00) A t 
विशिष्ट दशाएं 
(4.2) में r=2, M'=M" = .. =MO=0=N’=N"— 07 =p = 
L.) -Pn=0=0'=0" = ... =Q, रखने पर यह नाम प्रसाद के परिणाम! में समानीत हो जाता 
all 
| निर्देश 


o l, (a) प्रसाद, वाई०एन० तथा सिंह, Tomo, The Journal of Scientific Research I979, 
Ei) 30(]), 5]. 
(b) वही, Istanbul Teknik Universities Bulteni, !979, 32. 


l) ` 2. सिह, नाम प्रसाद, इण्डियन जर्न० CAT एप्ला० to, ।980, 44(), l497. 

K ९ 3. amati, dro, Kyungpook Math. J., I976, 46, 783. 
a bs : 

Ki “ एडेल्यी, To, Tables of Integral Transform, भाग आ, मैकग्राहिल बुक कम्पनी, न्युयारके 

[तनो | I954. a 


शाहू, एम०टी ०, विज्ञान परिषद ago पत्रिका, ।973, I6, 47. 


` . i C > ist 
“ISTH, आई०एन०, Special functions of Mathematical Physics and hemi 
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फ्रियर जैकोबी श्रेणी के चेजारो साध्यों के द्वारा सन्चिकटन की कोटि 


जे० पी० पोरवाल 


साधव विज्ञान महाविद्यालय, उज्जेन 
[प्राप्त--अगस्त 23, 979] 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में हम फूरियर जैकोबो श्रेणी के चेजारों माध्यों के द्वारा एक फलन के सञ्चिकटन कोटि 


पर एक प्रमेय सिद्ध करेंगे । 


Abstract 


Degree of approximation by Cesaro means of Fourier Jacobi series. By J. P. 


Porwal, Madhav Vigyan Mahavidyalaya, Ujjain. 
mation to a functl 


In this paper we prove a theorem on the degree of approxi i 
lisation of a we 


$ a Cesaro means of Fourier Jacobi series. This result is a genera 
nown theorem of Gupta (I962) for ultraspherical series. 


An परिभाषायें तथा संकेत 


फलन J(x)eL[— ,-- I] का फूरियर जैकोबी प्रसार 


fo) apr Da) 
n=0 


Cabot p+ (nt Dit ot b+)! 


n अ ` 
4 RANEE D! (a oe 
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78 Fo dio पोरवाल 
अन्तिम बिन्दु x=] पर्‌ श्रेणी (I°!) को 7 वां आंशिक योग निम्न द्वारा! दिया जाता है 
x 
0 


50020१. | (sing2)2+ (oos9/2y29** /(००४४)7,०+०,७ (००७३) ३५ 
a फलतः Sy) -4 =20rPrAn (sing/2)**(cosg/2)*°4 
0 


[००४४) — 4]7,077,(००४४)4९ (2) 


2. हाल ही में gar) ने फूरियर लागेर श्रेणी के सन्निकटन की विवेचना को हे । उन्होंने निम्नलिब्षित 
प्रमेथ सिद्ध की हे 


Š t 
यदि 00 LON, of log ) (2) 


तथा |. e-tilga-k-li3 | S(t )|dt< cO (22) 


तो o4(0)=0(log n) and कि ॥>८--॥/2 
प्रमेष :---यदि ; 
j KOy- O(log)! /r) (24) 
तथा [४७०७2४१४50 (log n), ९) 


Š स्थिर धन अचर <7 हे 
तो on()— A==O(log n) (20 3. 
जहाँ a> —l/2,B>a,p(d) -- ००४४) - 4 ! 


: सम्बन्ध Py(@P)(_x).(_ np 
` को इसी प्रकार से हल किया जा सक्रता है 
करती है । 


NPC) को ध्यान में रखते हुये बिन्दु x==— पर संगत पर 
। यहु प्रमेय इससे पूर्वे गुप्ता द्वारा प्राप्ताय फल का सार्वीकरण । 


ॐ इस प्रमेय को उपपत्ति के लिए हमें निम्नलिखित प्रमेयिकाओं की आवश्यकता होगी । 
थिका ) : चूँकि ८, 


£ याहच्छिक तथा वास्तविक और प्राय: स्थिर धन स्थिरांक है, तब 


> = e 2 TE 
a TE | POM), cln<0<n/2 
0000000 Sy 


a 
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यदि a> —l,P>—lc/n<é@<a—cln 


यिका is) : 


oI 
P,P (००५०) =n 2k(0) | cos(N0-L-y) +20] (3:2) 
l i “-0-) [2 —p-/2 
A K(O= — (sin 0/2) 7 l2(cos 6/2)-B-42 > 
जहां (0) MT ( (3:3) 
077 विकी 
| N=n-r- z 5 E y= (०॥॥/2)ग/2 (3-4) 
तथा 
2) 
H Aam 3. यदि 
f |४(४)| a= O(logl/z) 
t ¢ 
']) 
| | i i $०-7%(५)4$-७[४०४7॥१ logl/t] 6:5) 
» | हि न 
| F(Y) , ylh) gat 
बतः [ बिक कन, assis d$ 
= a: + ७१-१४ \ < 
JE |, PAg u ) T < 
: = Ofte? logl/t] (3:5) से 
5) 


a: f Fila |, O (palge sado 
| [खण्डशः समाकलन द्वारा] 


EN 


— Edi 


I T 


= |#=ssngasunlog lJ] ij o| ० 0० ibd] 


t 
0 


=0 [glog ] a| LO | Í ४१०११०९ Ibid | = o| p2%+2]og | n] 
0 


ण Rim 4. माना 
N, e) || Se (3 6) 
` Se 2 dP ore (cos) 
k OP (८४2 Dee 
E Em हक = TET 
l) ४ 
OSES के लिए [N(= O(n) ee 
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| 80 जे० पी० पोरवाल 
उपपत्ति सरल है | 
प्रमेषिका 5. In<$<m—I]n के लिए 
|४५(४)| च O(n®-22)(sing/2)-*° 2(cosp/2) P42 
-+ O(n*-2!2)(sing/2)-*-5!2(cosp/2)-P-8# 
उपपत्ति सरल है | 
प्रमेथिका 6. a—I[n<o<n के लिए 


|Nn($)l= OS + B+) 


उपपत्ति सरल है । 


4. प्रभेय की उपपत्ति 


4 
(l:2) से हमें प्राप्त है कि 
l) -4=— l arbi > À Í y (sing /2)2¢+2 
Onl = (n FI) + ee mio 
(cosp/2)?P+4b($) P, 2 +P (cosp)dh 
~ fo FONO 
| Š T-lin (प्र / 
=| "+ | +Í Er | =, 4-H + माचा 
0 ln Š J mlin 
जहाँ 72()5(आ79|2)2%७7(०056/2)%77/ (4) 
] n 2-a-B—ipatl 
° शकि. LC Ae Ce 
€ ; In 
ie अब [n= 0n) [| |F(¢)|db= O(log n), (3:7) से 
ल पुनः परिणाम (3:8) का उपयोग करने पर | 
[|= O(nsts) [ a SingJ2)e-sis(eosg/2)8=us KOCE 
; 
Š | 
= O(n=-/2 | a-3)9 A 
Ce EPO | 
ae 3 
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Š ९) 
— @( Sl Í gee 0 n), (2'5) से (4:3) 


a पर विचार करते हैं ता 
qa 2 


[l= O | । net] ob(ch)|(sing/2)-3/2(cos]2)B+4!2dg | 


+0 [ MCE ० | (38) से 


=0 | [7 7००१॥(७)|०७४/२,(९९७४॥2 dp ] 


J0 


=O(log n) (25) से क्योंकि a<l/2 (4:4) 


mä गच [._ ,४(७)(॥09/2/07(००७॥/2/#॥७)%| 
iln 


=O (॥%+8+)) Í | cosp — A)|(sing/2)2°*(cosp]2)°Ftdp, (38) से 
wx 
ogeta | /(—cosg) शहर कलम, 
0 


=O(log n), (संकल्पना से) m 


(2) (43) (4-4) तथा (4:5) को संचित करने पर 
c (I) — A= O(log n) 


भे प्रकार प्रमेय की उपपत्ति पूरी हुई | 
निदेश 


WM otto, Bull. Un. Mat. Ital. 962, (3) 47, I66-7- 


भोब्रेचकाफ, एम०, Annuaire ] Univ. Sofia, Faculte Physic-Mathemati. I236, fb 


39-]33_ 


: -259. 
m, डी०पो० Acta Scientiarum Mathematicarum szeged ।97], 255-2 


k š 
Me, sito अमे ० मेथ० सोसा०, कोलोकि० पब्लि०, न्यूयाके, 
l959 


AP || 


» Orthogonal Polynomials. 
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I ari 
$ णा 


कतिपय द्विसंयोजी धातुओं के 7--(८--सल्फोनमिडो) मेथिल 
_ 8. हाइड़ाक्सी क्विनोलीन संकुलों के स्थायित्व स्थिरांक 


कमल Ho चतुर्वेदी तथा Fo मनोरा गोयल 
रसायन विभाग, होल्कर साइंस कालेज, इन्दोर 
[प्राप्त--अक्टूवर 8, 982] 
सारांश 


ठप), शत), CoQ) तथा Zah के 7-- (०-सल्फोनैमिडो)मेथिल --8--हा इड्राकर्सी- 
बितोलीन संकुलों के स्थायित्व स्थिरांक ज्ञात किये गये हैं । 
Abstract 

Stability constants of 7 — (a — sulphonamide) methyl —8 — hydroxyquinoline comop- 


C i Goyal, 
lexes of a few bivalent metals. By Kamal K. haturvedi and Km. Manorama Soy 
Department of Chemistry, Holkar Science, Indore. 


The stability constants of 7--(a—sulphonamido) methyl —8 = l 5 
Complexes of Copper (ID), Nickel (ID, Cobalt (I) and Zinc (i) bes Ca 
Dtentiometrically using a quinhydrone electrode at ( 298.2--0- 2 ee po 
Metone-water at ionic strength u=0.2 adjusted by the addition of Na be 
Meessive formation constants K, and K, have been determined from F ea 
ta employing Irving-Rossotti method. The order of stability for bivalen 


fs है rying- 
er is found to be Cu>Zn>Ni>Co which is शी agreement with Irving 
illiams rule. 


; =) af त्रनोलीत [R. H.J के 
k ते अप पूर्व प्रपत्र! में 7... (a _ सल्फोनैमिडो) मेथिल -8- इ n T a 
. . - “anes 
कुले के दे चुके हैं। यहाँ हम (RH) के साथ Cu (D, Ni प Be 
संभवन स्थिरांकों को सूचित कर रहे हैं। हमने 298-24:0 K TB 
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84 चतुर्वेदी तथा गोयल 


सीटोनः ४प्रम में अ प्रविश =i s A 
सान्द्रता पर l: (v/v) ऐसीटोन-जल माध्यम में अनुमापन sfafael का उपयोग किया है। पी-एच को | 


NaClO, द्वारा समेंजित किया गया | 


{Oo} 
७०४५० C) = आधार 
“| 


[ S ] OH 


प्रयोगात्मक 


सभी रसायन वैश्लेषिक कोटि के थे । लिगैण्ड को पूर्ववणित विधि द्वारा तैयार किया गया | 
समी विभवमापी अनुमापन क्वितहाइड्रोन इलेक्ट्रोड के प्रयोग द्वारा सम्पन्न हुए और नाइट्रोजन गैस के 
द्वारा अक्रिय वायुमण्डल बनाये रखा गया । 

निम्नलिखित विलयन-समुच्चयों (कुल आयतन 40 मिली०) को मानक NaOH (0.05 M) 
द्वारा 298.2+0.° K पर ऐप्तीटोन-जल (IJ) मिश्रण में //--0.2 आयनी azar पर अनुमापित 
किया गया | 


(A) 2 मिली० 0.5 M HCIO,. 
(B) A+l0 मिली ० 0.0 M लिगैण्ड (R. H.) 
(€) B+2.5 मिली ० 0.88 M धातुलवण 


परिणाम तथा विवेचना 


चूँकि n के मान सदैव l से कम आते हैं अतः ऐसे लिगैण्ड में केवल प्रथम चरण का वि 
होता है । घातु-लिगैण्ड अनुमापन-वक्र अकेले लिगैण्ड के अनुमापन-वक्र से विचलित हो गये और ॥ | 
सान धाठ आयन के लिए प्रात 8 के मानों से कम मिले फलतः यह कल्पना की गई है कि धातु “a 
a जलअपघटन की सम्भावना बहुत कम है । चूंकि प्रयुक्त विलयन अत्यन्त तनु थे अतः बहुता 
संकुल के निर्माण की सम्भावना भी नगण्य है | 

: = ajai 

Da n तथा Py इन संभवन स्थिरांको के मानों का परिगणन इविंग तथा रोसोटी के Ñ 
ea करके किया गया । प्रोटानीकरण स्थिरांक का परिगणन na के विरुद्ध पी एंव कों 
करके किया गया । सं + को š क 
= T | संभवन वक्र ai के विरुद्ध P; आलेखित करके प्राप्त किया गया g l: ait 

(८502) पर क्रमवार संभवन स्थिरांको के परिगणन के लिए न्यूनतम वर्ग विधि 
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ह... गया । ये मान सारणी । में दिये हुए हैं और हिसंयोजी धातु संकुलों के लिए इबिंग-विलयम्स 
क || Fa 


> C Z Ni— C 
wR [5 क्के अनुरूप है : u> Zn>Ni>Co. 
J fae 
सारणी L 
H log K, logK, logB 
लिगैण्ड 7-34 a a 
जक 6:36 4:40 [0706 
\ कोवाल्ट 5-50 BA ao 
T| 
4 कृतज्ञता-ज्ञापन 
एक लेखक (Ho मनोरमा गोयल) को इन्दोर विश्वविद्यालय से जे० आर० एफ० के रूप में 
M) आधिक सहायता प्राप्त हुई जिसके लिए लेखक आमारी हैं । 
| निदेश 
!. चतुर्वेदी, के० Ho तथा गोयल, मनोरमा, जने० इण्डि० केसि० सोसा० (प्रकाशनाधीत) 
` > इंविंग, एच० तथा रोसोटी, एच० एस०, जने० केमि० सोसा०, 954, 2904; | 953, 3379 
3 इविंग, एच० तथा विलयम्स, Fo पी०, नेचर ]948, 62, 746. 
tl 
Éj 
प्त 
T 
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मिश्रित अधिशोषक द्वारा आक्सलिक अम्ल का बिलगन 


Ho Ho पाण्डेय, गुर प्रसाद तथा वी० एन० सिह 
सम्प्रयुक्त रसायन अनुभाग, इंस्टीट्यूट आफ टेकत गलाजी, 
बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 


[प्राप्त -- जनवरी 2, 98 2] 


सारांश 


एकाकी अधिशोषक के स्थान पर मिश्रित अधिशोषक (फ्लाईऐश- बोलैस्टोताइट l:l ) प्रयुक्त 
करे पर आवसैलिक अम्ल का विलगन अधिक ढंग से हुआ । विलगन की गतिकी तथा विभिन्न समतापी 
ओं की व्यवहायंता की विवेचना की गई । पी०एच० 7.0 पर आक्सेलिक अम्ल का विशोषण नहीं 


हैता जिससे पष्ठ पर संकुल निर्माण की सूचना मिलती है । 


Abstract 


| d 
र removal by mixed adsorbent. By. K. K. Pandey, Su ee 
ni V.N. Singh, Applied Chemistry Section, Institute of Technology, ba 

ndu University, Varanasi. 


PE EN ing, sugar refi- 
Oxalic acid is one of the toxic constituents from wastes of dyeing, Sue 


nin ite; |:I) has 
other related industries. Mixed adsorbent (fly ash wollastoni eae 
‘ed in place of single adsorbent for the removal of oxalic acid an 


Its h s oo ` F iso- 
ania achieved. The kinetics of removal and the 2p we ae 
: ave been di : i f oxalic acid at pri /-> < 
t iscu, tion 0 OX i 
in ssed. There is no desorp bent which is further 


Ome c, > 
Confirme; emplex formation on the surface of the mixed adsor 
tom i. r. studies, 


आक्सैलिक x set सांद्रता गोल्डफिश के लिए 
ग्राम लिक अम्ल जल के प्राणियों के लिए विपैला है । इसकी घातक सारता TS 


š यथा 
Tiaa a सूचित की गई हे ॥थ आक्सैलिक अम्ल अनेक उद्योगों से प्राप्तहोते वाला ss है ak 
कोके, उद्यो कार्बनिक अपशिष्टे 
Tiy रपा ग, काष्ठ, लुगदी उत्पादन, चीनी परिष्करण आदि! हि 


भें आसलो Š 
आक्सेलोऐसीटिक अम्ल की महत्वपूर्ण भूमिका है) 
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88 पाण्डेय, गुर प्रसाद तथा सिंह 


जल उपचार तकनीकी में अधिशोषण प्रक्रम अत्यन्त लोकप्रिय बनता जा रहा है। कितु सङ्ग 
यकृत चारकोल का मूल्य विकासशील देशों के लिए समस्या बनता जा र । इसी उद्देश्य से इस एक 
अधिणोषक के स्थान पर दो अधिशोषकों के मिश्रण के प्रयोग की दिशा में अग्रसर हो रहे हैं और प्र्तुत 
अध्ययन में फ्लाईण (fyash) तथा वोलैस्टोनाइट जैसे सस्ते अधिशोषक मिश्रण का उपयोग किया है। 


प्रयोगात्सक 

फ्लाईऐश हमें ओबराथर्मल पावर प्लांट (मिर्जापुर) से और वोलैस्टोनाइट वोल्केम प्राइवेट 
लिमिटेड, उदयपुर (राजस्थान) से प्राप्त हुए । इन दाना अधिशोषकों झो 534 चलनी से चालकर विना 
किसी उपचार के प्रयोग में लाया गथा । इन STAT अधिशोषकों की lil सामग्री मिश्रण की ] ग्राम मात्रा बद 
पालीथीन बोतलों में लेकर वांछित सा्द्रताओं वाले 20 मिली० आक्सँलिक अम्ल विलयन के साथ तापः 
स्थापी में 3.0 पी० uao और 30° से पर ।25 चक्र प्रति मिनट की दर से हिलाया गया । अधिशोपण 
प्रगति का अध्ययन संतृत्ति तक नियमित कालान्तरों पर किया ar । छनित में अम्ल की मात्रा अनुमा 
द्वारा ज्ञात की गई | 

विशोषण का अध्ययन आसुत जल का प्रयोग करते हुए पी० एच० 7.0 तथा ।0.0 पर किया 
गया । 

मिश्रित अधिशोषकों के अवरक्त स्पेक्ट्रम (ir) का लेखन अधिशोषण के पहले ale फिर वाद 
में किया गया | इसके लिए पक्रिन एलमर स्पेक्ट्रोमीटर (माडल 72|) प्रयुक्त किया गथा । 


परिणाम तथा faa aa 


अधिशोषकों के रासायनिक विश्लेषण (ml) से पता चलता है कि फ्लाईऐश में Hera 


सिलिका तथा ऐल्यूमिता रहता है जबकि वोलैस्टोनाइट में सिलिका तथा कँल्सियम अक्साइड प्रमुख वत 


गत 
| मधिशोषण इन्हीं अवसाइडों के पृष्ठों पर होता है। विभिन्न सान्द्रताओं पर आक्सँलिक अम्ल के विल 


3 
_, 80 
S 
S 
m 60 O - 00M 
A -O0I5M 
A i ७ -0025m 
o Temp 303 °C 
a 
u 
a 
20 
0 
0 40 80 420 60 200 240 
TIME (MIN) 
चित्र l i)! 


की गतिकी बताती है कि यह विलगन प्रारम्भ में क्षिप्त होता है और धीरेधीरे घटता जाता हैं (faa 
तनुता के साथ ही प्रतिशत विलगन बढ़ता जाता हैं (चित्र L) । ये वक्र एकाकी, सरल तथा १ 


न W १७-2८) 


“4 
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ह... में संतृप्तता आ जाती है जिससे 0.0IM सान्द्रता पर अधिकतम विलगन 98% होता है । 
40 अधिशोषकों की तुलना में) मिश्रित अधिशोषकों द्वारा अधिशोषित (विलगित) आक्सँलिक अम्ल की 
की 


-2 p ay 
G 
= 
= = 
= 
° 
ay =3 =2 = 
log ८ 
faa 2 ८ 
` L > होत [5] 
प्रतिशतता अधिक होती है । अधिशोषण पृष्ठ हाइड्राविसलीकरण की गतिकी द्वारा नियन्त्रित होता है X 


किसे न्यून पी० एच० आक्साइड-विलयन के अन्तरापृष्ठ पर घत आवेश बनता है । आक्सैलिक अम्ल 
अधिशोषण की क्रियाविधि को इस प्रकार लिखा जा सकता है । 


ni 

MO-+H,O=MOH-+0H- u) |. 
MOH L H+=MOH,+ (2) 
MOR,+-L (COO-),=(COO),.M --H,O (3) 


AREN A z व्य c = 

मण्डलिक समतापी को लागैरिथ्मी रूप में तिम्त प्रकार व्यक्त किया जा सकता ह, | 
log(x/m)= l/n log c+ log kf (४) 

हाँ, š 
ना र 3 
i : at शम मिश्चित अधिशोषक द्वारा अधिशोषितआक्सैलिक अम्ल की मात्रा ë a 
हते TRE अम्ल की तथा Lin तथा k; आबुभाविक स्थिरांक हैं जिन्हे फ्रयुण्डलिक स्थिरांक 
a | a पर अधिशोषित मात्रा तथा साम्यावस्था साद्धता के मध्य खींचे गये लाग-लाग 
से अदिशो, पिया In मान क्रमशः 6.3 2 0 तथा 0.33 आते हैं। चू कि mol जतः अछ | 
शोषण होता Š [8] 


, ८, साम्यावस्था 


७ 0-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


à 
Er Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


90 पाण्डेय, गुर प्रसाद तथा सिंह 


ता = 
लांगमुर समीकरण को तिम्त प्रकार से लिखा जा सकता हू | 


2 MY आ 
(xm) hake ke 


6) 


जहाँ ky बन्धन ऊर्जा तथा K, अधिशोषण से उच्चिप्ट से सम्बन्धित gl ८ के विपक्ष ८/(/॥) को 
आलेखित करने पर एक की बजाय दो सरल रेखापें प्राप्त हातो हैं (चित्र 3) जिससे पता चलता है कि 
अधिशोषण लांगमूर माडल से हट कर है । दो रेखाओं की प्राप्ति से यह सुझाव मिलता है कि अधिशोपणों 
की पष्ठ पर दो प्रकार के स्थान हैं Ë) | समीकरण (5) को इस प्रकार भी लिखा जा सकता है 


c l l ५00 Er 
GI hike न i Ue UE; ) (6) 


जहाँ ki, k, प्रथम रेखा के और ki, he’ द्वितीय रेखा के लिए प्रयुक्त हैं (चित्र 3), एक से अधिक 


स्थलों की पुष्टि लांगमूर समीकरण को पुनर्व्य॑वस्थित करने 


a 


भी होती है 
Glin) o) 
(x/m) के विपक्ष (x|m)|c का आलेख अरैखिक है (चित्र 4) जो gard आशा के अनुरूप है | £ तथा 


ki, ke! के मात आरेख से परिगणित करने पर क्रमशः 8.33९] 0-१, 8.33>८।0१ तथा I.75xI0%, 
6.42% ]02 Š । 


2.4 L. 


2.0 


N a 


८/७/७)( tit /g) 


œ 


2 १6 20 24 
c (motes /ut) ५ ॥0 
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-८. 


x/m (moles /g) = १0 


2 € 
(x /m)/c (ut/g) 


चित्र 4 


लांगमूर समतापी को विमाहीन स्थिर विलगन गणक या साम्यावस्था प्राचल R के द्वारा भी 
test. 4 Fay b= - न्धत है 
यक्त कर सकते हैं जो लांगमुर स्थिरांक / से निम्न प्रकार से सम्बन्धित हे | 


l (8) 


R= Ep ico 


ज oe - a al स्थिरांक 
भहा Co विलयन की प्रारम्भिक सान्द्रता Š । यदि एक ही प्रणाली के लिए atlas आलेख से 4 
' तेषा (प्राप्त हो तो समीकरण (8) को तिम्न प्रकार लिखा जा सकता g । 


७) 


R= क 
L+ 25 }oo 


faa किन्तु एक से कम है। 
[= (9) से R का जो मान प्राप्त होता है वह WI š ee ae) in 
अत अधिशोषक द्वारा आक्सैलिक अम्ल के अनुकूल अधिशोषण की सूचना मि 


a घिशोषण तथा अधि- 
शोषक पी एच० 7.0 पर आक्सैलिक अम्ल का विश्लेषण नहीं होता B ea Bir. 
प्य कतिपय बलिष्ट बच्चों का निर्माण सि होता है । इसकी पुष्टि ÍU 
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सारणी | 
अधिशोषकों का रासायनिक विश्लेषण 
__ प्रतिशत 
अवयव PATEAT बोलैस्टोनाइट 
SiO, 56.04 48-52 
AkO, 25.90 0.24 
Cep 2.22 48.48 
FesOs I.26 0.26 
MgO 0.94 ant 


कार्बोक्सिलेट समुह की उपस्थिति के सूचक ë । आक्सैलिक अम्ल के 7.7. स्पेक्ट्रा में 690 सेमी० पर 

वैं प्राप्त होता है जो कार्बोक्सिलिक अम्ल के कारण है । ऐसा प्रतीत होता है कि यह बैंड दो में टूट जाता 
है-620 तथा ।320८7? जिन्हें क्रमण:7 asym.(COO-) तथा v sym (COO-) अंकित किया जाता 

है जिससे आक्सेलेट समूह की उपस्थिति सूचित है। Av 30 सेमी ०? निकलता है जिससे कार्बोक्सिलेट 
समूह का एकदंतुर आचरण सिद्ध होता है? | इससे स्पष्ट हो जाता है कि आक्सैलेट समूह अधिशोपक के | 
धातु आक्साइड से संकुल निर्माण करता है । पी० एच० L0 पर आक्सैलिक अम्ल का पूर्ण विशोषणही | 
जाता है अतः मिश्चित अधिशोषक का पुनः प्रयोग हो सकता है | 


| 
कुतज्ञता-ज्ञा पन | 


लेखका में से एक (Fo के० पाण्डेय) कौंसिल आफ सांइटिक एण्ड इण्डस्ट्रियल रिसर्च तई ; अ 
का छात्रवृत्ति प्रदान करते के लिए आभारी है | | 


निर्देश | 
i l. एलिस, एम० एम०, Bull. U. Sur. Fish. 930, 48, 365. | 
j ` |---| Tox; 0 2 
, 2. लारेंस, टी०एफ०, Industrial T oxicology, द्वितीय संस्करण, हैफनर पब्लिशिंग कम्पनी? 498 | 
| पृष्ठ 3]]. 


T T tof 
PO NER या Walert reatment, Proc. 2nd Symp. on the reatmen 


Waste water. Pergamon Press, ] 960, 7 
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L. ‘chad Anusandhan Patrika, Vol. 22, No. 2, I983 
aris 


vier? 


व्यत्पञ्च फरियर श्रेणी को गुणनफल संकलनीयता 


uao पी० सचान तथा Go डी० Hay 
गणित विभाग, शासकीय महाविद्यालय, शहडोल 


[ प्राप्त--अगस्त 28, 982 ] 


सारांश 
प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य शर्मा द्वारा प्रास प्रमेय 4 के परिणाम को व्युत्पन्न फूरियर श्रेणी में 
विस्तार देता है । 
` Abstract 

On the product summability of the derived Fourier series. By M. P. Sachan and 
D. P, Kathal, Department of Mathematics, Government College, Shahdol. 

The object of this note is to extend the result of a theorem A due to Sharma to 
the derived Fourier series. 


L परिभाषाये तथा संकेत 
माना T= {Amk} n, k=0, | 2> एक त्रिकोणीय मैट्क्स (अर्थात्‌ 00) क्योंकि k> n), 


Bae नियमितता के सिल्वरमैन-टोप्लिटज प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं । w 
° : = 
अनन्त श्रेणी Dy, जिसके आंशिक योग % हैं s तक संकलनीय (THC D) कहलाती है af 


@.)) 


n गोः iy 
3) (An k)op->S ज्यों-ज्यों n > co, 
n= 0 


k 


k CRS 5. 
| ` ॐ के खूपांतरण (C, ]) का सूचन होता है | 


| माना FR š समाकलनीय है 
` भेर बाबत A x के फलन /(x) की फूरियर श्रेणी जो लेबेस्क रूप में (7, n) तक Š 


(र 
साथ आवर्ती है, निम्न प्रकार है :- 


७ 0-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


rT 
Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 
96 सचान तथा कथल 


ao ; 2) 
la 2 (an COS nx +-b,, sin nx), 
n=i 


फूरियर श्रेणी (.2) की व्युत्पन्न श्रेणी है 


z f 3 
Fe Z n(b, cos nx—4, sin nx)= z nB,(x). 
n=] 


अनुक्रम (nB,(x)) को फूरियर गृणांकों का अनुक्रम कहा जाता है | 
= हम स्थिर वास्तविक संख्या x के लिए निम्तलिखित संकेतनों का उपयोग करेंगे 
Wh)=fx+t)—fix—), 


g(t)=o(t)/(4 sin !/2), 


_ {2(l—cos kt) sin kt sin kt 
(च Í (TET ke eae } 


Dit) = wee 


Ky(t)= Dy(t)+D,(t)-b...-D;(t). 
2. प्रस्तावना 


फूरियर गुणांकों के अनुक्रम को मैट्रिक्स संकलतीयता से सम्बद्ध 


प्रमेय 4. यदि ७,(४)--/४--/) -/(६--४)--/ के लिए 


it 
(=| 5 | w(t) | dt=0 0 I ) , ज्यों-ज्यों t—0 


षीय (7) (C, )) है । 


है ब 
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य दल ही में वतो ते sqa We श्रेणी _ की गुणतफल संकलनीयता (E, q) (C, ]) का 
| कया है । प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य उपयुक्त प्रमेय A को व्युत्पन्न श्रेणी तक यह सिद्ध करके 
) ॥ g R 


GI करता है कि 


प्रमेय. यदि | 
a=. | s(t) | d= लगा काता os ’ 
तया किसी ! के लिए 0<7 सहित 
Z kr | 0७५६१७ kn) |= OU), ज्यों ज्यों n—cc (2.4) 


तो बुन्न फूरियर श्रेणी x बिन्दु पर शून्य तक संकलनोय (7) (C, ]) है। 


3. आकल 
हमें निम्नलिखित आकलों की आवश्यकता होगी जिनकी सम्पुष्टि सरलता से की जा सकती है 
` ` 
| ॥४(/) |= O(k? t)=0(k), क्योंकि O<r< Ik. (3.l) ` 
=O(I/t), क्योंकि t>l/k. (3.2) | 
Ee 
कड 
sin (८--]) ॥2 sin kt|2 र ia 3 
I ke(t)=ky_s(t)4+ DA) 5 YO (3.3) i x 
sty 
be ‘hs 
| ke(t) |=O(/t2), क्योंकि t> Lk. 2 _ 
4. 


हमें आगे निम्नलिखित प्रमेथिका की आवश्यकता होगी : 


षकाः यदि fo) संकलनीय (L) हो तथा ॐ कोई धनात्मक वास्तविक संख्याही जो 7 से कम है 


तो थुन्न 
अमि फूरियर्‌ ap अ कार लिखा 
ताह । WEL श्रेणी (3) का nat आंशिक योग S, का (C, |) BUR ० निम्न प्रकार (लि 


k š 
Cnr | a(t) E l—cos nt) sinnt sin mh 24-0] ज्यों-ज्यों n>a. (4.2) 
e nt? नी t : 


उपपत्ति . z 
AP [३ पे : इसकी उपपत्ति लेखकों ने दी है जो पूर्णता की दृष्टि से यहाँ दी जा रही है । 
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agaa फूरियर श्रेणी (!.3) का nat आँशिक योग S, निम्न प्रकार है 


T n 2 
Seljo I wee) È, (E sin kt) di 


T n 
= ifa Í y(t) वावा! Ë + = cos kt } di 
0 = 


r sin (n+-4)t 
=— ljr |, (7) dldt ॥ 2 मन ॥2 ; } a 


अब चूँकि g(t) समाकलनीय (L) है और Š स्थिर, धन तथा #ऋ से कम है अतः 5, का (८,]) 
रूपान्तर ०, निम्न प्रकार से प्राप्त किया जाता है 


ig [ 5 sin (k4-3)¢ 
गत्त- KO | 2 dlar { so amb } ai | 


= in| (0) dd न H Cos ki cos (ICE ] dt 


a कित cos /- cos (n-- l): 
शिकला | Y(t) dt | sin? (//2) di 


भि cos ॥2 005 t/2 cos (n+-ljt , (शया) 0 l) sin ( Da 
Ee” | a) | ~ sin? 7/2 sin? 7/2 ii sin //2 


= | oo aa n sin nt (l —2 sin? 02) 
nz Jo sin? z/2 sin? t/2 sin (/|2) 


—2n cos nt cos t/2 | dt 


=} Í (t) [= i/2(l—cosnt), sinnt sinnt ] di 
s: n sin? r|2 nsin t/2 sin t/2 


— — | i g(t) cos (८५४ dt 
m Jo 


ge LE i, a(t) ies t/2(\—cos nt), sinnt _ sin nt | dt+0() 
o n sin? ॥2 n sin 72. sin :|2 


_ SST n—co, क्योंकि (4.2) में प्रथम समाकल का अंश (8, 7) में तथा द्वितीय समारत 
0 () है--(रीमान-लेबेस्क प्रमेय से) 
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5) {2(] —cos nt) _ Sin z sinnt) , | 
= = 500) जक ae 9) 5) 


cos t/2 4 ] a 


i £6 
a | g(t) (l—cos nt) युत = 


l 
0 t 


20° | got कह aa 


5 
= =, | g(t) | de 


-_0(]), ज्यों-ज्यों ॥ >, [ | g(t) | dt के सातत्य से । 
x | झ प्रकार प्रमेयिका की उपपत्ति पूर्ण हुई । 
५, प्रमेय को उपपत्ति 


(a) तथा प्रभेथिका (4..) को व्यवहृत करने और ०; के मेट्िक्स रूपान्तरण को tn द्वारा 
( परित करने पर हमें मिलता है 


Fe n Š 2(] -- cos kt) sin kt > sin kt | dt+0(l 
n= (१८४) Í Š g(t) | जज ar kt t © 


= 2 R k “Ikr 5 i 
=> (१) [W बाक +Í: | g(t) HACE) dt +00) 


Et ilk 


2 n 
हि On, OPOR] HO), मावा । 


6) 


Ë: 2 
(727३) + OL), माना, 


Ria 
बस पका र als) तथा 0<r<l 
hry हीह र से चुना जाता है कि (2.3) !<8 ([4], $ 3-34, 0.42) l 
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सचान तथा RAA 


]00 
(3.l) तथा (2.3) के प्रयोग से हमें 
| P+|= | g(t) | 000 dt 
=0(l). 
प्राप्त होता है (3.2) तथा (2.3) के प्रयोग से तथा खण्डशः समाकलित करने पर F 


A)kr 
[2005 |. a | OUD dt 


= [{ 66) I | (a G(r) रह at] ; 


Wk Wk 
x Š ikr (१ ] ) 
. m) 
=0(l)+-O0flog (!//)) 


=0(l), चूंकि O<r<. 


फलत: (Pu) तथा {0} शून्य अनुक्रम हैं अतः संकलन की मैट्रिक विधि की नियमितता से 
7, =(]), ज्यों-ज्यों ॥-. ०० v=], 2 के लिए (5) 
आगे हम लिखेंगे कि 


zz 2(l—cos kt), sin kt sin kt 
Ry | g 8) | श्र 2 =a ana; | dt 


CR) + (Ri), f (0) SE ar, माना 
l 


आंशिक समाकलन तथा (2.3) से 


॥ ¢ 
IRD |=. |, 80) | OCS) at 


= of ) H ee a 2 ar| 


हि. 
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गुणनफल संकलनीयता I0I 


Ë क्योंकि r<]. (5.4) 


द्वितीय माध्य मान प्रमेय तथा रीमान-लेबेस्क प्रमेय को व्यवहूत करने पर हमें सरलता से प्राप्त 


होता है कि 


(R#):=0(]), ज्यों-ज्यों k— ००. (5.5) 
अब, चकि 0 स्थिर है अतः एक स्थिर घन संख्या N विद्यमान रहती ë जिससे कि 
' Á २ 


<8, क्योंकि > (56) 


N तथा इसी प्रकार (१/--]) के स्थिर होने पर 


N— 
y 


ग 
lim 2 | Mk |=0. | 
॥-->९० k=0 < 
z l) त॑था Dask=Anok 


अतः हम देखते हैं कि मैट्रिक {bnk} ४.८0, PAH k=l, 2, ..., (N 
amy समतुल्य है मैट्रिक्स (An) के सहित । अतः यह कल्पना की जा सकती है कि 


2) yQ 0, o CN के खाए (5.7) 
अब (5.3), (5.4), (5.5), (5.6), (5.7), संकलन विधि की नियमितता तथा (3.3) के बल पर | 
हम लिखते हैं कि A 
| ७ KODE] ॐ (१७७ |, r eO Due ४ | डं 
) kN Ik 


B 
k= Ny uk 


प्‌ 


CS 6 
< | a N (Anke Àn kt) | ME g(t) k(t) dt | 


n LJ(K—N)r 
| t) ke(t) dt | 
Fmi R (Ank) (ea 8( ) 
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सचान तथा कैथल 


]02 
E n 
र T | (Anon) | r g(t) k,(t) dt | 
<an 
! Š | 
Cy) | wr 600 ka- (2) dt | +000) 
Wd 
=J, + ५7+. +0(]) माना । 
(3.4), (2.3) का प्रयोग करने और (Ri): FETT की ही तरह अग्रसर होकर हम प्रा f 
करते हैं 


6 `Š ] 
|| ७ 20000) # =| | 800 | ० (je) a 
=0(/7), ज्यों-ज्यों k— co. (5.8) 
मतः (5.8) तथा (2.4) से 


nl 
Ji= Z | (१0 Akon) | 0(/) 
k=N 


n-i 
=0 | 2 kr | nk 2 Makes) | 


=0(]), ज्यों-ज्यों n— co. 
पुनः (3.4) तथा (2.3) से और खण्डशः समाकलित करने पर 
II(k-Dr 


a | (Ark) | | | g(t) | of- ) at 


n G: 4(k-) 
= 2 | Ana ime) |! ít) } 4-2 | G(r) nb 


टक पयाय À t2 pe ae? 7s 


| (१७७) | Okr—(k — 07) 


हडप 


नी, 


रं ॥->&, Orci, के लिए क्योंकि (y) एक नियमित विकोणी ९ 
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I03 

Eo हम देखते हैं कि नियमितता प्रतिवन्ध, 2 | Amk |= 00) तथा 2 kr | Ank — Anki) | 
0 की र है कि ज्यो 

k(n) = 0), S- ॥->०. (5.9) 


/३=0(]), ज्यों-ज्यों n— co. 


ga में चूँकि N स्थिर है, हमें समाकल | | g(t) | de का सातत्य तथा मैट्रिक्स (Yi) की 


नगमितता प्राप्त होती हैं 


T ~ ~ 
५, =0(]), ज्यों-ज्यों n— co. 
इस प्रकार | 
| 7३ |=0(), ज्यों-ज्यों ॥ > ॐ. (5.0) 
) अन्त में (5.l), (5.2) तथा (5.]0) से 
) 


tam Oi) ज्यों-ज्यों n— co. 


इस प्रकार प्रमेय की उपपत्ति पूर्ण हुई ! < 
A | 
हिप्पणी : यह भलीभाँति ज्ञात है कि Q) के स्थात पर () ln (G “aC Kd Dlogn 


I) Q+2) š 
I alam dv) O= Q ) (१०2) Atk) ALISO x$ रखने से 


गेट्स DU) क्रमशः (८. l); (H, D; ऐवेल तथा (A, A) मैंद्रिक्सों में समानीत हो जाता है जो परम ie 


रतिबन्ध (2.4) को तुष्ट करता है जिसे हमने अभी सिद्ध किया है । फलतः GATS a a Ae a 
(0, ॥ (6, ]); (F, D) (C, D; (A) (C, U) पर तथा व्युत्पन्न फूरियर श्रेणी की सेकलनीयताए (A, 


(6, |) पर परिणाम मिलते हैं । a 


तो भी इन फलों की पृथक से उपपत्तियाँ ज्ञात करता रोचक होगा | 


निर्देश 
i x 
हार्डी, जी०एस० , Divergent Series, आक्सफोर्ड, i949 
2, 
शर्मा, पी०एल०, Proc. Japan Acad | 965, 4० : 
k 5 


s s. INSA, New 
DN एम०्पी० तथा कैथल, पी०डी ० (प्रेषित), Pure and Appiied Math 
Cini 


fmni श Sotto आक्सफोर्ड I96] 
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मेदि कस आर्गुसेंट का सकराबर्ट का ८-फलन 


एच०एस० धामी 


गणित विभाग, gag यूनिर्वासटी केम्पस, अल्मोडा 
[प्राप्त--जून 2], 982] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में मैकराबट के Es के लिए आवतंन सम्बन्ध ज्ञात किए गए हैं। 


Abstract < 
Macrobert’s E-function of matrix argument. By H.S. Dhami, Department o ; 
Mathematics, Kumaun University Campus, Almora. 


= In the present paper an attempt has been made to investigate recurrence rela- 
ons for MacRobert’s E-function in matrix form. These relations have been 


ae With the help of an integral for hypergeometric function evaluated in terms 
unction. 


! | 
„प्रस्तावना ; o 


रिय “फलन अत्यन्त महत्वपूर्ण है | यहाँ पर इस फलन के लिए मैट्रिक्स रूप में आवर्तन सम्बन्ध ज्ञात 
जा । सर्वप्रथम हज ने धन निश्चित मैट्रिक्सों की जयामिति का उपयोग किया और हाइपर 

q q iy N an š A A 3 š लैटिस 
Tee Saat को मेट्रिवस रूप में व्यक्त किया । प्रस्तुत काये इसी दिशा में है। प्राप्त फल 


समस्याओं > 
MUSH तथा अ-केन्द्रीय विशटं बितरणों के सिद्धान्त पर लागू हो सकता R | 


2 |: 
सामान्य सुत्रीकरण 


erase) Š सन को हिटेकर के #-फलन के रूप में व्यक्त किया है जो इस प्रकार ë 


EG ०-8, a -a ९११८ Weg (2) (2.]) 
] 


Ap a+B:: 2)55(76 - ०-१) TE- a+) 2 


° 


CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


एच० एस० घामी 


RE का फलन एडल्यी इत्यादि? द्वारा निम्नलिखित रूप में व्यक्त किया गया है 


70 Co heaton) 


iF, @-B 2B; 2) -uez 207४) |] 


(2.2) 
पुनः at ने मैट्रिक आगुमेंट के हाइपरज्यामितीय फलन को इस प्रकार व्यक्त किया है 


(B) TA t E __W/7Z-I)-a iw ` 
LF, (a; B; = ia {etrZ (det (E-WZ-))-* (तश) az) | | 
ReZ=X0>0 (23) | 
कु जहाँ यह समाकल Re B>m समस्त ० तथा संमिश्र W के हेतु इस तरह अभिसारी है जिससे कि a 


| 


Re W> Re Z, Rez=Xo>0. | 
इस प्रकार परिभाषित फलन समस्त ० में W के प्रति समग्र है ओर Re 8>»7--] में वैश्लेषिक है । 


अन्त में हम (2.2) तथा (2.3) सम्बन्धों के द्वारा £-फलन को मैट्रिवस रूप में इस प्रकार गर्त 
कर सकते हैं: 


80-०-॥, path: : 2) [0-०+४) I-28) 2200##-% 


T (28) j | etr Z (det (E—WZ>))-Wl2+B-@ (det zye dZ 


(Qin) U2 B- | 
ReZ=Xqg >0 


+ [70 - ०-8) TR) Zun-8-a क) 


(24) 


etr Z (det (E—WZ-})- 2-8-2) (det 2)-0-) az}] 
7८2%७>0 


| समाकल समस्त Re (] +28)>m, समस्त (र~ a +B) तथा समिश्र W के लिए इस प्रका a 
€ 2, Re 2=‰,>0 । इस प्रकार से परिभाषित फलन सभी (३-० +Ë) 


क्या ग्या. x 


कुछ समाकलों का मान £-फलन के पदों में जात किय 
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_ í Të) x” oF 
7 ash NIN aF; (o, B; 8; —A) dÀ = [mo Te) E(a, B, y; 8; x) ) (3.) 


0 


पदि Re x>0, Re y>0 | 
सम्बन्ध को मैद्रिक्स रूप में बदलने पर, 


उपयु क्त 
2) TC TB)? xn Ne l 
E (a, B, y; Š; x)= | TG) x” | ` G O) 
| fete (W) Fi (8; 8; - (det We? d ] A| ७.2 
ws 0 
3) 
gai Re ap l. 
निम्नलिखित अपचायक संकारक को सम्प्रयुक्त करने पर 
D” (etr (—WZ)}=(—U™ (det Z)” etr (—WZ) (3.3) 
W 
m हमें निम्त में से एक की प्राप्ति होती है 
4 o ] 
v Le) / (8) {° ८ M0 — 
०७ ४९७७७२) हल |° F(a) 
| F CB:8; WN AMA |G 
| etr (—WA) Di, (etr (—W) (det Web Fi (8; š; —Wa) dW} | 
4 w>0 
अथवा 
j| 
P Ja A T(a) 2 (8) (° Í sÀ य TO 
a) 2), E(c, B, y; 83 x)= | कि, Í KAG 
| 3.5) 
š >> < s: WA) dW} dÀ ( 
(det a)” {etr—W(A+ E) (det WL (g; š;—W. ] 
7 | i में दिया 
ग्य 5 sl द्वारा मैद्रिक्स रूप मे दिया 
गया है अब निम्नलिखित मैट्रिक्स सूत्र को व्यवहृत करते पर जो हज Z 
k 
sh Pato 
W -yir (B) {det (E-AZ™) 
rt! a etr (—WZ) ,P, (a; B; Wa) (det #)%% A= 


(det ४20. (306) 
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हमें नीचे दिये गये चार में से किसी एक फल की प्राप्ति होती है 


7(०) 7( TAs 
Dy Ble, = Mayr |, NY RAT 
(det à)” det (E+-2)-8(det (E) ~= (E +A)-2)-8 aa] 6) 
अथवा 
> eee OAO yn Lal) 
DA E(a, B, y; 8; x)= l. >>> | cee T, ,(a.) 
(det a)-F+” (det (E4-A))B-5 dÀ ] (3.8) 
अथवा 4 
v »; 8; x)= I(a) I(B) =N T,,(8) 
Dy, E(a, B, y; 8; x)= Pose | A 
{det (#--3720)8-9 a] 69) 
अथवा 


D El +S. Y D(a) I (8) xN 4 Tò) re. 
७ 26, 2.7, [ | १०7 दा परत 7) 


| {etr (—WA) etr ( — W) ,F, (8-7; 8— v; WA) (det W)š-v-P dW} a] (3.0) 
w>0 


(3.4) तथा (3.0) की सहायता से acara परिवर्तत की अद्वितीयता के कारण निम्नलिखित 
सम्बन्ध प्राप्त होगा 


DY गळ oo ५ ०५0 : 
w Bla, B, y; Š; x) [rs x? |, fe र आकर तर) 
y 
o Í (etr (—W) (det Wer ‚F, (B; 3; — wayaW}ai| 3.) 
w>0 
इस सम्बन्ध का इस प्रकार भी लिखा जा सकता है 
DROS Oe ey e) mayo n a POUT 
vB डा 
| š (8.2) 
7 (—W) (det ४१००-०७ F, (8-5; 8-7; WA) AW} a| 


wed 
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: हे तिमत प्रकार से व्यक्त किया जा सकता है 


/ (०) LIB) TO) Í el 


y 
Dy, E(a, B. > ó; x) am [ T'(8) (८) Dy i fetr ( = W) (det फ्री 
w 


8; B-- : : -WA ] Bae 
> I(B+l) FU—9) F@) कर 2 Wr TIB—n rl) aw} | 
B Brig 
(a) I (8) I (y) 4 »(0) Ax 6-7- 

| E. T6) f MAMIE) | fetr (—W) (det W) b 
| wt 
| x 
| E(B—v; B—8-+:: WA) Sg : 
| SNS Ce 


i 8-7,8-0कय 
लेखक! ने एक पूवेवर्ती शोधपत्र में निम्नलिखित सम्बन्ध की खोज की है 
Bla, B: : Zt) { क 2(०--१) 2५8--०) F(a) 24 
e, Ñ 
F, (०; ni a | (3.4) | 
iF, (a; ०-ठीर्य; Zt) be Ze (anal) j 


(3.2) को सहायता से उपयूक्त सम्बन्ध से निम्नलिखित सम्बन्ध प्राप्त किया जा सकता š 


x° ~ E + —WA) | 
[ |. D,, | etr (—W) (det W) Ci) (-W)* 


w> 0 B š B -Ô+ 


Š कल्या) aw | a] | | O d fetr (=W) (det Ls 2 


MORNE BUN B—8+l WA) ws क We I(8—v--n 


ToS Hl) y) WS oo 
(9-0 Bags ॥(8--४--]) £@—s ) IB ) n=0 


द्शा 


>प 


= 
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u ° 59) = I(a) T(B) ड -xÀ T',,(8) 
०, E(a, B, 0; ó 5 x) a [ (9) I £ A Tr(a) TaS- v) 


etr (—W À) etr (— W) iF, (8 =v; 8—v; WA) (det W)8-»-p aw} dà) | 


१०७० 


उपयुक्त परिणामों को अ-केत्द्रीय विशे वितरणों के लिए प्रयुक्त किया जा सकता है | 
इस प्रपत्र में प्रयुक्त संकेतनो के अभिप्राय इस प्रकार हैं 

l. det से W का डिटमिनेन्ट सूचित होता है | 

2. etr W से trace of a matrix W | 

3. 75-(॥-- )/2, जहाँ m Afera की कोटि ë । 


4. W एक वास्तविक कोटि का संमित मैट्रिक्स है | इसकी धनात्मक निश्चित प्रकृति ॥/>0 
होने से प्रदर्शित होती ë । वास्तविक शब्द से मैट्रिक के वास्तविक तत्वों का बोध होता है । 


3. Z एक mxm, संमिश्र मेट्रिक्स है जिसका स्थिर वास्तविक अंश Re Z— X,>0: 


E š ` 
6, iF dW समाकल हे जो परिमाप dw, समस्त मैट्रिक्सों के अवकाश S, में है जिससे कि 
O<W<E. 


7. | dZ समाकल है जो परिमाप dz के अनुसार समस्त afer Z के अवकाश Sm में 
70९2-20 >0 


Re Z=X,>0 के साथ ë | 
निर्देश 
हज, dougo, Ann. Math. 955, 6[, 474. 
धामी, एच०एस० तथा जोशी, एम०सी०, Acta. Ciencia Indica, (स्वीकृत) 


use = 3 qa < 53 
त्यी, Uo, इत्यादि, Higher Transcedental functions, मैकग्राहिल भाग L, त्युयाक, | + 


मँकराबटं, टी० एम० Functions of a Complex Variable, पंचम संस्करण, ic 
लन्दन तथा सेंटमाटिन प्रेस, न्यूयाकं, 950 
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साइजर परिवते के लिए एबेलो प्रमेय 


Alto एस० पाठक तथा आर० बी० राय 


गणित विभाग, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 
[ प्राप्त--फरवरी 22, ।983 | 
सारांश 
माइजर परिवर्त के लिए प्रारम्मिक तथा अन्तिम मान प्रमेय स्थापित किए गए हैं । 


Abstract 


Abeiian theorems for Meijer transform. By R.S. Pathak and R. B. Rai, 
Department of Mathematics, Banaras Hindu University, Varanasi. > 


Initial and final value theorems for the Meijer transform 


F)= Í eDi Wisi m (yt) (yt) EC foals 


Where Wirpa (t) is the Whittaker function, are established. 


सीमान्त मान समस्याओं के हल करने में एबेली प्रमेथों का उपयोग सर्वे R 
SWF लिए स्नेडान! द्वारा तथा sta परिवत एवं #-परिवर्त के लिए नेमा ` 
«दिये गये हे । प्रस्तुत प्रपत्र में हम माइजर परिवर्त के लिए, एबेली प्रमेय प्रस्तुत 
re तथा #-परिवर्तो के लिए एबेली प्रमेय विशिष्ट दशाओं के रूप में सम्मिलित 
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| प्रमेय l 


माना कि संमिश्र deg # तथा # और वास्तविक संख्याएं £ इस तरह सी 


भित हैं कि 
¿> Re (kam) — . माना कि f(t) 0</< co, पर माप्य फलन है जिससे कि किसी धन 


संख्या 
लिए f(t) ४०४ 7</< ००, (T>0) रूप के प्रत्येक अन्तराल पर लेवेस्क समाकलनीय है । A 
कल्पना किया कि ० एक ऐसी संमिश्र संख्या पाई जाती है जिससे कि 
li t-é = 
ie ह त्य (I) 
i F(t) के माइजर परिवतं /(५) को 
r= CW pales (yt) (yt) -4-42 f(t) dt, (y> c) (2) 
द्वारा परिभाषित किया जाता है जहाँ Wesa (yt) ह्विटेकर फलन है तो 
li ६7 F(y)=a G 
pie YT F(y)=a G(k, m, £), (3) 


जहाँ G(k, m, ¿)= — Dnt (4) 
उपपत्ति : 


उल्लेखनीय हे कि हमारी स 
a[l, p. 407] से हमें हमारी ॥/) की कत्पना से ॥>८ के लिए (2) का अभिसरण निश्‍चित है। 


७६४७) 8-_[ 2... 5 
( 5) | z5-l2-k p-ze Wirion (2)dz, Q 


bs | ` प्राप्त होता है जहाँ E> Re(kkm)—]. 


Š <% रखने > s 
0) रखने पर हम लिख सकते हैं 


DEH F(y)— aG(E, m, ¢) [=|yt | 


> 
0 


e Wp, (yt) (yt) ndt 


=a ZARS यत Wesslesm (2)dz| 


ae : aes |, Wirin) y fd 
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-af (CL ad GHR Wressjom(yt) d(yt)| 


||, FAO =) ०००७ Win) OH ४000) 


< | [ETE fE) -०| [४२४१ (YI Wes yam (yt)| d(yt) 


+ | EAOa ete (EH फ ७०) | dy) 


< | | zk ui ८742 Whssjon(Z) dz| sup |í f(t)—a| 
0 0<t<T 


स-या | | f(t)—at§| |G) eta Wrssjosm(yt)|dt (6) 
7 


Wrirtosm(Z), ज्यों-ज्यों 2->०० के उपगामी आचरण से [ 5, p. 339 |, हमें 


[pam n (z)|< Q e73 zkt, प्राप्त होता है जहाँ © पर्याप्त बड़ा अचर हे । अतः y<c के लिए 
(6) के arg ओर के द्वितीय पद पर 


y0 | | f(t)—at®| ev! dt<ecnr Q yk | | f(~)—at§| ४४ dt. (7) 
0 0 


॥ प्रभाव पड़ता है । अब माना कि ८>0 दिया हुआ है । तो (6) के दाहिनी ओर का प्रथम पद y से 
a होने के कारण 7 को पर्याप्त लघु चुन कर ६2 से छोटा किया जा सकता है । तब (6) के 
दाहि 


_ नी ओर का द्वितीय पद समस्त दोघं » के लिए ४2 से छोटा होगा जैसा (7) से प्रकट है । 
तरह 3 


yt F(y)— aG(k, m, &)|<e, | 


€ > aes i 
[च्छि होने से हमारा परिणाम सिद्ध हो जाता है । | 
“= -} रखने तथा सम्बन्ध |l, p. 432] पर | 
; Wo, m (x)= É K,,(x]2) (8) | 
= भे oa पर हमें ८-परिवर्ते के लिए विख्यात प्रारम्मिक मान समस्या उपयु क्त प्रमेय के उपप्रमेय 
ती है। 
AP 2 


CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


aay 


o g by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


था राय 
276 पाठक त 


उपप्रमेय I 


संमिश्र संख्या m तथा वास्तविक संख्या £ इतनी सीमित हैं कि E> -- /१९॥४--3/2. माना š 
ft) माप्य फलन है 0<४< ०० पर जिससे कि किसी घन संख्या ८ के लिए f(t) est लेवेस्क संकलनीय 
है 7</<००(7>0) के प्रत्येक अन्तराल पर । 


माना कि ० एक ऐसी संमिश्र संख्या है जिससे 


lim tÈ f(!)=a. 0) 
t—>0+ 
अन्त में हम 
FO)= Fale? OD KAGE) dt, y>e, (0) 
NVT Jo 
लें तो 


lim 96877 F(y)=aG, (m, £), 


I 


3 
T{m+é+ 2) r(—m +£ + ठ) (!]) 
जहाँ Gi(m, = FEF 2) 


आगे k= —m लेने तथा सम्बन्ध |l, p. 432] 


W mtl A) EE OF 


को प्रयुक्त करने पर हमें लैप्लास परिवत के लिए निम्नलिखित प्रारम्भिक मान प्रमेय प्राप्त होता है । 


उपप्रमेय 2 


- š >` ` a ` 
माना कि £ वास्तविक संख्या है जो — से बड़ी Š | माना कि f(s) माप्य फलन है 0९/5 


जिससे किसी घन संख्या c के लिए f(t) ४५ 7</<० (T>0) के प्रत्येक अन्तराल peas 
a समाकलनीय है । कल्पना किया कि संमिश्र संख्या ८ ऐसी है कि | 
: (9) | 

ji -$ = 

pen t-§ /(/)--०. ह 
(0 V 
माना FO)= | e fidi, y>c | 


fs 7४१ F(y)=aG, (), 


G= Të +). 
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अब हम माइजर परिवर्त के लिए अन्तिम मान प्रमेय को बतायेंगे और सिद्ध करेंगे । 


gaa 2 
माना £>2?०(/८-:॥)- तथा माना f(t) माप्य फलन 0<४< ०० पर है जिससे निम्नलिखित 
प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं : 


0</<7, (7 <०) रूप के प्रत्येक अन्तराल पर hem f(t) लेबेस्क समाकलनीय है । 


(i) 
(ii) ८ ऐसी संमिश्र संख्या है कि 
lim tE f(t)=a. (/6) 
joe 
| lim y+! F(y)=aG(k, m, é), 
q y+ 


उहाँ yo0+ Fy) समस्त y>0 के लिए (2) द्वारा तथा G(k, m, ë) को (4) द्वारा परिभाषित किया 


जाता है । 


उपपत्ति ; 
ज्यों-ज्यों 2->००, के उपगामी आचरण से यह 


(i) तथा (४) प्रतिबन्धों एवं ॥/८,,,(2), ot ee 


निश्चित है कि प्रत्येक y> 0 के लिए (2) परम अभिसारी है । पिछले प्रमेय 


= 7६779 f(t)dt 
१४४7 F(y)—aG(k, m, ë)|=|yË** | evi W prn (yt) LO 


—a | 4 zilch e-2!2 Wk+ij2sm (z)dz| 


0 


œ AA ils Ç t 
चिकी Í etl? Whys) kun कप) 
o 


ii | yor (NASR ES evi? WisyomO 404) | 
6 


= | [=E f(t)—a] eats W ranam) (yE y di| 


7 — Ad 
< Í | të fo- a| lew? Wksulem (yt) zs yl ° 
0 


+ l. irs f()— al [९५१ एक)? cyte ety dt 
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< p+ 2k | Je? /#-7॥/४+ Wr, jo. yt)| |$ S(t)—o| Bh 
0 


र. 2#-7/2-6 |, | |,,,,(2) ell dz sup Jr- f 
चू कि (८) 92%" ay, ज्यों-ज्यों 2->0, अतः हमें प्राप्त है ° 
T 

767 FO)—aG(k, m, है| S cyte |" Jest rust r-t 

i l 


| f(t)—a | (yt)=Rem+ de 


+ | |z5_u2-k Wt .]॥,,/(2) GPS tks sup |= ॥(()--८| 
0 TiS 


< C ypStltRe(m-k) fever fRe(—k+m) | f(t ) ahs | dt 
Fh Ee wWaasa G) et az sup fale (9 
< 


उपयु क्त असमिका में दाहिने पक्ष का द्वितीय पद ) से स्वतन्त्र है और 7' को पर्याप्त विशाल चुनते हुए 
किसी दिए हुए ६ पर यह </2 से कम हो सकता है। इस तरह 7 को स्थिर करें । 


उपयुक्त असमिका में प्रथम पद भी अभिसारी है । चूँकि हमारी परिकल्पना से é+ Re(—k+m)> ¬| 
अतः प्रथम पद को ९/2 से कम बनाया जा सकता है यदि y को पर्याप्त लघु चुना जाय । 


॥-<- लेने तथा सस्बन्ध (8) का उपयोग करने पर हमें kanad के लिए fafie 
विख्यात अन्तिम मान समस्या प्राप्त होती है । 


उपप्रमेय 3 


माना £>—3/2-Re m, तथा f(a) माप्य फलन है 0</<०० पर, जिससे maf 
प्रतिबन्धों की तुष्टि होती हैं 


(i) 0</< 7(7< 6) के प्रत्येक अन्तराल पर — लेवेस्क समाकलनीय है 
(ii) ० ऐसी संमिश्र संख्या है कि 


lim t-§ f(t)=a 


le 
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L. १४११ F(y)= aG, (m, £) 9) 


al > n+ 


> था G, (m, £) को () द्रारा परिभाषित किया जाता हे । 
: a0) द्वारा तथा Gy 
बहाँ ro) % 


की k=—m लेने तथा सम्बन्ध (l3) का प्रयोग करने पर हमें लैप्लास aad के लिए 
अ = 


उ प्राप्त होती हैं 
निम्नलिखित अन्तिम मान समस्याए प्राप्त हाता g | 


उपप्रमेय 4 
माना कि £ वास्तविक संख्या है जो -! से बड़ी है । माना कि f(r) माप्य फलन है 0<t<oo 
पर जिससे निम्नलिखित प्रतिबन्धों की तुष्टि होती है : 


TF (Gb के प्रत्येक भन्तराल : लेबेस्क समाकलनीय है | 
6) 0<<T (7<००), * प्रत्यक T तराल धर f(t) TASH समाकलनीय है 


(i) a ऐसा संमिश्र संख्या है जिससे कि 


lim if f(t)=a. (20) 
>® 
तो lim yf F(y)=aG, (ë), e) 
yror 


जहाँ F(y) (4) द्वारा तथा G,(é) (I5) द्वारा परिभाषित है । 
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वितरणीय सार्वोकृत A- परिवत का अध्ययन भागत 


alo Fo चतुर्वेदी तथा To एन० गोयल 


गणित विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 
[ प्राप्त--जून 0, 982 | 


सारांश 


| प्रस्तुत प्रपत्र में ^-परिवर्त तथा इसके संमिश्र विलोम सूत्र का विस्तार वितरण की हृष्ट R y 


किया गया है । 
Abstract 


-Part I. By V. K. Chaturvec 


A study of a distributional generalized A-transform Da 
f Rajasthan, Jaipur. 


and A. N. Goyal, Department of Mathematics, University 0 


i है ç In this paper we have extended the A-transform, and its complex inversi 


formula to the distributional sense. 


l. प्रस्तावना 


LI. गौतम तथा गोयल! द्वारा परिभाषित 4-इस प्रीरि है 


(í 
— #m,n 
A) q | x 


Ce a | = ज्र fz #(s)x ° ds 
((bg, B?) J y 


I P(aj—ajs) H TCL—bj + Bi) 
"l 
$ (s) = SS — s 
p 0 
ft Ia Fas) (हणी 
m+ n+l as ote 
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फलन A(x) वैश्लेषिक फलन होता है यदि निम्नलिखित प्रतिबन्धो में से कम से कम एक प्रति 


बन्ध पाया जाय 
(i) 650, 7>0, arg (52)|<8०7 (..3) 
(ii) £=0=7, y—oA<—l, x>0. (ll 4) s 
b q f q 
जहाँ. ६32 Maj) — 2708) ¿=H aja BF; 
ग ) 
RC) S Rent 2 R FR 
N= T (a; = ae (a; ar न्‌ (B;)— ae (B;); 
k q $ 4 
y= 2 R(aj) — 2 (क) (०-१); A= 2 R(a;)— 2 R(B;) 
ग £ | 
तथा s=otit 2 के पथ पर है जल |/([->००. 
आगे, A(x) = O (|x|Y) दीघं x के लिए (l.l.5) 
जहाँ ६=0, 7>0 और y= { si) = 
g y=max{R ie }, (j=, ..., m) 
तथा 4(%)= 0 (|x|5) लघु x के लिए (l.l .6) 


जहाँ €=0, 7>0 तथा 6=min R E > J aE i 
तथा | arg (x) | < 77]. | 


(L.4.4) में दी गई 4-फलन की से मे i ; 
> š परिभाषा से तथा उ न 
लिखित गुणों को सिद्ध करेंगे : EE 


= `j E wip i 
>: P l x a =p ०५)) J 9 
x क्ण A(x)= A" 4 | x ((ap+ aap, ०५७) | d. ].8) 

° (७/+०४,, 82) J 


____CC-O. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and _ 


बितरणीय adiga &-परिवत 293 


a afaa विलोमन प्रमेय तथा परिभाषा (l.l.l) का उपयोग करते हुए हम सिद्ध 


ii किं 
or H Tü 
है TUG =e) (णी 
Í 33 A(x) dx= (2..9) 
0 d 
0 P(A—a;-+-a;s) IT P(b:— B; 
m+l ( J “j y ( J Bs) 


जहाँ (..9) में आये समाकल को परम अभिसारी होना चाहिए । 


यदि ८, B; को घन वास्तविक संख्याएँ मान लें तो परिभाषा (t.2.l) तथा फाक्स द्वारा दी 
J2 05 F Ñ. g 
गई H परिभाषा में चर में उपयुक्त TATA करने से हम सिद्ध करेंगे कि 


nm |. | CT a umn f f (Gp, ०9) | (4..0) 
Pd | | (ib, Bp) ) LU (ETE 
2 4-फलन परिवर्त तथा इसका संमिश्र विलोमन 
4-फलन परिवतं को निम्न प्रकार से परिभाषित किया जाता है 
(= | : A(yx) f(x) dx (i.2.)) 
0 
Peg (!.2.!) में समाकल को परभ अभिसारी होना चाहिए तथा यदि 
S 252 
ह00 yr 0) dy ण 
0 
Mf) e LO, ००), t=x के पाश्व में /(/) परिवद्ध विचरण वाला हो, तो 
7 š 
Í Td —( = ajk- aj) II T(b; मधी) 
> =x lim | Fin SN 
ww o-iw m n f 
Tla: ta;k—a;) A r(—bj—b;k+ 2) 
{TG FR यय (.2.3) 


AJ d 
शेन का संमिध्र विलोम है । जब भी 
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तो |) | का 4-फलन परिवर्तं विद्यमान होता है। (24) 


gaafet : (.2.2) में (2. ) का उपयोग करने तथा समाकलन के क्रम को बदलने पर 
क्योंकि ४-समाकल परम अभिसारी है बशर्ते कि | f(x) | के 4-परिवतं का अस्तित्व हो और yaaa 
(4.2.4) के अन्तर्गत अभिसारी है aY(l..9) के साथ >समाक्रल का मान निकालने और अन्त मे 
मेलिन परिव विलोमन प्रमेय! का उपयोग करने पर हमें वांछित फल प्राप्त होता है । 


L3 विशिष्ट दशाएँ 
(.2.4) में (L.I-L0) को व्यवहृत करते हुए तथा a को परस्पर परिवर्तित करने, समस्त 

aj तथा bj को क्रमशः ([--५) और (l-b) से स्थानान्तरित करने पर हमें गुप्ता Fù fraai द्वारा 
परिभाषित ॥-फलन परिवर्त प्राप्त होता है। फलतः गुप्ता तथा मित्तल द्वारा दिये गये प्र-फलन की 
अन्य समस्त विशिष्ट दशाएँ 4-परिबतं की ही विशिष्ट amit हैं | 


2. वितरण के अथ में $-परिवत का प्रसार 


4-परिवर्त को वितरण के अर्थ में प्रसारित करने के लिए हम एक परीक्षण फलन को (0, ०) 
अवकाश में परिभाषित करते हैं जिसमें परिवर्त की अष्टि रहती है । संमिश्र विलोमन सूत्र भी वितरणों 
के लिए प्रसारित किया जाता है। 


u,v a 
24 H. 6 प्रकार के अवकाश तथा उनके Z त 


माना कि ! से विवृत सेट O<x<oo सूचित होता है । DG(D में 7 के समस्त मसृण फतत आ 
जाते हैं । 
माना क) € 700) तथा 


L=sup (x: xe sup Pg}; 


ch’ IT ग हि 
=p Š 8 x° DÈ | 
ino 


जहां समस्त & चर हैं, ४ एक स्थिर धन वास्तविक संख्या है, v अशून्य संख्या है तथा 


{x | <x< co 


T; sd (x) = 
l xd 0< x] 


ction, Haridwar 
RE कु 73 


ce ~— Ekiwwawwww ___ 
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) | To a(x) (x Dz)? (x $ (x) | 
a MR 
र, = | To a (उ) vee gix"! D. d(x) | 
न 
š s 
< | Te a 0) vt 2 si x DROE (@.L.]) 
पुनः I<x< ०० तथा |= 0, L, 2... के लिए विचार करने पर 
q 
' iz 
q | To a(x) t È gi x’ DL $) | < cri (2..2) 
Al 
|, (2.]) तथा (2.].2) से हमें 0<x< co के लिए निम्न फल प्राप्त होता है 
| Te. 700 02227 EH) |< Cf] +I CP 
0) \ 
णो Ñ 
iG i š ग वाच TI Tat पर 4 
DY p p: Dies) 
| <€ (zz) Bt [7६ (2..3) 
qI जहाँ €>0 तश ने N z | 
€>0 तथा Ne=] रखने पर क्योंकि ]=0, स्पष्ट है कि | 
L L l€ 
(ae ) <] यदि i>(F) 
तो हम यदि [x] से गासियन संकेत सूचित हो जिससे सबसे बड़ा पूर्णाक प्रदर्शित हो जो x से बड़ा न हो | 
lje a > 
> l = (4) | HI तथा ; 
cv ô L ln L 20 | (2-।.4) 
í. 9 =max I a ($4) s... (z) Í 


KË परिभ 
पित करते हैं। (2 .3) तथा (2..4) से हमें तिम्न फल मिलता हैं 


T fou Cus Bu Ds 
[T alx) (v x Dy) {xt g(x)) | < C Ii 52 : 


2 
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uv uu 
uv 


Cc” n >. C $ 
PPP NI याद Cr, G = G रल Qi) 


u, V है जिसमें फलन #(2) हैं जो 0<x< co को परिभाषित हैं जो ।<0,,2.. 
802 20 अवकाश है ६ 
के लिए मसूण है तथा 
WY g= sup | Tes ००0 (0X Da (x $(x)) | 
uv 
ger Bilt (2..6) 


x u, V में x 
अचर Baa om * परीक्षण फलन %(%) पर आश्रित हैं | #, छ e में टोपोलाजी का गुण विद्यमान है 


® u,v a 
जो गणनीय प्रसामान्य { nah } से उत्पन्न है । इस तरह a de गणनीय बहुभ्रासामार 


अवकाश है | अनुक्रम Í, ( We [का He r _ से (४) में अभिसरण परिभाषित किया जाता है यदि 


u, 


प्रत्येक ।=0, l, 2, ... i | ( =A) उ बो-ज्यों r-> co 


प्रमेय 2.4.4 


u, Y ss i 
H. d, « फैचेट अवकाश है । 


उपपत्ति : उपपत्ति सरल है अतः नहों दी जा रही । 


गणनीय यूनियन (संयोग) अवकाश 


गणनीय यूनियन UW? = को गणनीम यूसियस अवकाश 


<< > समस्त परीक्षण फलन (x) होते हैं जो मसूण है और 
ne f 
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, u, V y ) 
UV तथा H°, क्रमशः H° एबं H ' के ga अवकाश हैं। स्पष्ट 
राता H. d, € या e5 ea aame ° 


5) 
u, V 
DDS H. d = 
2.2. वितरणीय सार्वीकृत A-परिवत 
प्रमेषिका 2.2. 
यदि 7 धन पूर्णाक हो तो 
है mtl, n 
(x D) (०७ y AQX) =» x" y डी; ता 
ë í | (leew, l), ..., (Lu, l), ((०५, ७) ] 
i | yx | 
L L | (Coy 82) (५ D (५) J 
रि १ उपपत्ति : (l.l.l) परिभाषा तथा गणितीय आगम के प्रयोग से इस प्रकार प्राप्त गामा फलनों 
के गुणनफल में यत्किंचित अभिकलन से फल प्राप्त होता है । | < 
प्रमेय 2.2.4 | "S 
न्घ अवक wY से yd 0 तथा ve Luty <0 के लिए हैं 
y 4 (yx) का सम्बन्ध अवकाश H? „ से vd--u p or2> I 
Ë Cad, 
ble : 
S=min)R ea ) (j=, ..., n); 
=minf 
yı =max {( l+ u), ( )} (j=! m). व 
टॅ š 
| 
उपपत्ति : इस प्रमेय को सिद्ध करने के लिए सिद्ध करना पर्याप्त होगा कि i 
faa | 
frag है .2. 
sup | Tes a(x) 0X Da)! ९: AG) | पखिद्ध ह (2.2.l) : 
<x < 
a 


ए ज्यों-ज्यों x->0, (I-!.6) से (2.2) 


प्रमेथि 
का (2.2.]), का प्रयोग करने पर O<x<l केलि 


k कै 0, Jarg (Lyx) | डग 
N vee | xed yı yx" M. yt उ |, जहाँ M, अचर है तथा é=0, n> | 


(2.2.]) परिवद्ध है यदि vd+u+8,>0. 
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पुनः (l.l.5) के उपयोग से हमें x—co के लिए (2.2.l) See | XP yl yy M, 
9? ४० |, प्राप्त होता है जहाँ M, कोई अचर है तथा E=0, 720, ५ ऊपर दिया awr है । इस 


प्रकार x—co 
(2.2.l) परिबद्ध है यदि vet+u+y, <0. 


प्रमेण सिद्ध हुई | 


में हैं K UVA za 
अब हम इस स्थिति में हैं कि फलन eH » के विरणोय adiga 4-परिवतं को 


<0, क्योंकि स्थिर yO<y<oo) के लिए 


परिभाषित कर सकें जब vdtu-+s,>0 तथा vet+uty, 
A(Y)=< f(x), y A(yx)> 


ACY) सुपरिभाषित है क्योंकि /(2) e H “a तथा y Ax) ८ Hi 3 £ 
2.3. वितरणीय afia विलोमन सूत्र 


प्रमेयिका 2.3.7 


यदि f(t) € EE à 


| DEE LKE), y Alyt)> dy 


=< f(t), Í yE y A(yt) dy) (2.3.]) 


प्रमेधिका 2.3.2 | 


माना कि ५(3) © DU) तथा r एक स्थिर धन वास्तविक संख्या है । यदि 2009 -| 40027 


| dx जहाँ k=o-tiw, ० स्थिर है amd कि ve+u+to—l<0 तथा ft) e H. 2 V EE] 

i ५५ li 

| r i 

Í | (६ /0) 06 a= 80, | #- ow) #> ०२१ पू 
प्रमेयिका 2.3.3 

ae यदि 6) g(a) = DW), i) ० तथा / ऐसी वास्तविक संख्याएँ हैँ fro, तो 
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° ९(») ( =) if ae 
É |, ‘4 log (+) वन्य (: log >) अभिसारी होता है 
` 
H” 7 से b(t) तक ज्यों-ज्यों r— co. 
प्रसेघिका 2.3.4 
H u, V नया 
e JOC (4: 27 
P q m 
H r(l-aj —ajk oj) . II ॥(७ "॥८-४) 
mil n+l 
Ri=— 
j m n 
j IT Tiaj+ajk —a;) IT (l--b; —B;k 58) 
ग l 
तो R +. | yk- < f(t ), y A (yx) S> dy= [ jk} f(t) dt 
Uo A | 
=< f(t), > (2.3.3) F: 


(2.3.]), (2.3.2) तथा (2.3.3) प्रमेयिकाओं की उपपत्तियाँ जेमानियना* द्वारा दिये गये ऐसे ही 
परिणामों की उपपत्तियों की तरह विकसित की जा सकती हैं । 


प्रमेषिका 2 3.4 की उपयत्ति 


प्रमेयिका (2.3.), को व्यवहृत करते हुए तथा समाकल अंश में चर को 2 ळे 
परिवतित करते हैं और अन्त में (l.l.9) का प्रयोग करने से वांछित फल प्राप्त होता हैं | 


प्रभेय 2.3.4 
मात्ता कि fe ae "ani $ = D(I) तो 9 
lim on | Pa R, x F(k) ak, j =< f. १92 (2.3.4) f; 
[` "O D=- (y) dy, k=o+iw तथा ० स्थिर हैं ana कि o>! तथा 


Yet y 
POSE x; प्रमेयिका 2.3.4 की भाँति है । 
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| उपपत्ति : हमें ज्ञात है कि 


८ Rak F) dk, 42> 


i i ] हा R, x-4 F(k) dk P(x) dx (2.3.5) 


o 27iJo-ir 


समाकल को k से w तक बदलने के क्रम को परस्पर विनिमय करने पर जो वैध है तथा Fk) एवं ४0) 
के मानों का उपयोग करने पर 


0.3.) =| Ra fr AO y 40709 % | x $G) dx dw 
प्रमेयिका (2.3.4), के उपयोग से 
lyr (are 
== | <, => | xk b(x) dx dw (2.3.6) 
प्रमेयिका (2.3.2) का (2.3.6) में उपयोग से 


=< f(t), > | A thi | xt P(x) dx dw> (2.3.7) 


(2.3.7) में समाकलन के क्रम को बदलने पर 


=< f(t), =j g(x) fis रे x- dw dx) (2.3.8) 
हम समाकल 
| {i dw= K (Z) t o ahy 


| 

| 
Í r / tN 
} =| : ( A tl eiw log tix dw 
i = 


=2 | ty [log (=) sin (7 log = ) (2.3.9) 
EE | विचार करेगे । समाकल के मानकों (2.3.9) में से (2.3.8) में रखने पर 


र (238) <. z p g(x) ei sin (r log =) | log (4 T dr) 
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ह... (2.3.3) से (2.3.8) अभिसारी होता है < /0), $6)) ज्यों-ज्यों 7->०० में । 
अतः प्रमेय सिद्ध हुई | | 
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H-फलन वाले समाकल 


शान्ति एस० सोनी 
गणित विभाग (site शिक्षा), मांद्रियल, कनाड़ा 
तथा 
अजुन के०राठी 


गणित विभाग, शासकीय महाविद्यालय, दोसा (जयपुर) 


[प्राप्त -अगस्त 25, 982] 
सारांश ह 


प्रस्तुत प्रपत्र में हाइपरज्यामितीय फलन तथा फलन वाले दो सान्त समाकलों का मूल्यांकन 
किया गया है । कतिपय विशिष्ट दशाएँ भी दी गई हैं । 


Abstract 


Integrals involving H-function. By Shanti S. Soni, P. S. B.G.M. ae 
a Education), Montreal, Canada and Arjun K. Rathie, Department of Mathe- 
atics, Govternment College, Dausa, Jaipur. 


netion and the 


In this pa TE i i metric fu 
e nvolving hypergeo: 
paper two finite integrals i g ny have aleo Desn 


धा f : 
on have been evaluated. Few interesting particular cases 
i 


Ue SE २... . वट 


भस्तावना 


i जावेगा 
TRA दवारा प्रवतित Haaa को निम्त प्रकार से परिभाषित एवं सूचित किया जा 


H mn |z | y(aj,e;)p graf abe s: a.) 
ed ibis fi) l 
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ॐ कि प-फलन सार्थक है; L एक मेलिन-बार्नीज प्रकारका उपयुक्‍त क॑ 
जहां प्राचल इतने सीमित हैं कि ॥-फलन सार्थक है; L एक मेर युक्‍त FR 


है तथा 


q ND 
f TA—b fis) I T'(a;—e 5) 
है J 


m n T क 

0(s) RE ati T(L—aj—ejs) as 
. (2) 

qram! ने सिद्ध किया है कि (l) के दाहिनी ओर का समाकल परम अभिसारी होता है 


जब $>0 तथा arg z| < ३7% जहाँ 


055 2 शीन, > ier 2 g- 2 ०५ (L3) 


2. प्रमुख परिणास 


सर्वप्रथम हम हाइपरज्यामितीय फलनों वाले निम्नलिखित समाकलों को सिद्ध करेंगे | ये परिणाम 
नवीन प्रतीत होते हैं । 


xPL(l —x)° [ax + BCI —x)| PF, | ०,; 2(० + Bl); ahi dx x 


_ 7700 T'J2--a]2--8|2) F(/2—a]/2—B/2+p) @.) 
— mab TOFD O24) O2 a24) 7(2-॥2+9 


x TE र हैं व्यंजक 
amt कि 2०(०)>0, Re[o-rl/2—aJ2-LB|2]>0,a तथा छ अ-शून्य अचर हैं तथा 7 


fax-+-b(.—x)] शून्य नहीं है जहाँ O<x< I. | 


OO ean |. “य तो 
0 दी ( णास oy |4> 9279 ळय! — x) 


kz: a272 Tv) ॥(0) P(p—v+l) 2) | 
P(e[2+v]2) PA]2—a]2+ v]2) Tp-Fal2—vl2+ I?) P(e - a|2— D Tp- PTD) 
श्रेणी के ET ï 
कन परिणाम [2! 
[8, 4L l 
ga प्रकार rie 


उपपत्ति : (2) को सिद्ध करने के लिए, हाइपरज्यामितीय फलन को एक 
व्यक्त करते हैं, समाकल तथा संकलन के क्रम को बदला जाता है, समाकल का dedi 
p-450] की सहायता से किया जाता है, श्रेणी को जोड़ा जाता है तथा वाटसन के प्रमेय 
p !72] का प्रयोग किया जाता तो हमें — I) की प्राप्ति होती है । परिणाम (2.2) को भी 
व्हिपल का प्रमेय [4, 4., 6 p 2] प्रयुक्त करके प्राप्त किया जा सकता है | 


= प्रस्तुत प्रपत्र में निम्नलिखित दो समाकलों का मान ज्ञात किया गया है 
i l x N 
a ey s=. à 4 + I z a. | 
|, 209+ मो [क$ EEH । द 
Ñ 
Dime 3 
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| n | {abx(l —x)}° | i(djse;)p 
pal ro OPS 20 


EE '. x 


४2% THR) |] ni E (l=p,0); 
: CoD TEED MRT NAY Pep fe 
u l+ ०(2-+- B|2—p,a)a(a;,e; 
। (4/2 + ०2 + B|2—p,ə).a(aj,e;)p J an 
(\/2—p-+a/2,0),(/2 —p + B/2,0) 


जहां o>0,Re[l/2 —a/2—Bl2]>0,Relp- ०(४॥.0)]> 0, ८ l, . . ..m,larg 2| <39%, >0, a 
तया b agen अचर हैं तथा व्यंजक [ax+-b(l—x)] शून्य नहीं हैं जहाँ OK<. 


! ग pl l x)0-vVlax 4 b I — x) 2t F. la | — ay: | 
| |: 3१-(| —x)° fax + b( 22) ie) ? axb(l—x) 


ae mn ab I | A ix 
pq {ax +b(l—x)}?% | AUN) 


I m n--2 
n22 Tv) 2024२ 
) ab? I'(a/2-+-v/2) F02—%/2+»2) #+2 g+2 


L—~p,o),(»—P,0) a(4jse))p | (2.4) 
Gjufppl [2p —a[2-Fy]2.0),L— Pre? + ४2०), 


जहाँ 050,Re(v)>0, ०० + olb; fI>Oi=)- ` 
चर हैं तथा व्यंजक [fax b(l—x)], शून्य नहीं हैं जहाँ 0<x<l. 


o उपपत्तियां : (2.3) को सिद्ध करने के लिए इसके वाम पक्ष को T द्वारा सूचित 

(LL) को सहायता से व्यक्त करते हैं तथा थोडे से सरलीकरण के पश्चात्‌ समाकल 
देते हैं जो इस प्रक्रम में निहित समाकलों के परम अभिसरण के कारण वैध हैं, परि 
वा से आन्तरिक समाकल का मान निकालते हैं और तब (I-l) की सहायता से प्रा” 
WS इए हमें परिणाम (2.3) प्राप्त होता है । 


| प्रकार (2.2) तथा (.2) की सहायता से परिणाम (2.4) प्राप्त किया जा सकता है। 


बिशिष्ट द्शाय 


l. = में च on ape i=l, 
BG. र हम (2.3) तथा (2.4) में o=ej=fi= =: ` ७2 
लिए संगत समाकल प्राप्त होते हैं । 
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. m,|arg 2|<on]2,¢>0 a तथा b aga 


करते ee ॥7-फलन 
के क्रम को बदल 
रणाम(2.।) को सहा- 
त फल की विवेचना 


..„) लें तो 
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सोनी तथा राठी 


2. यदि हम (2.3) में e,=e,=c,a,= I/2+-4/2—P,4=]/2+-8/2-० š तो हे 
#-फलन के लिए निम्नलिखित समाकल निरूपण प्राप्त होता है | 


क होश? -2PF,| a,b; SE 3 — 


mn 
{abx(l—x)}° 
(le, | 


( l | 2+a l 2—P, o) १(॥/2- B / 2—p D) ०) 33 (a je} १ 
ग ( bj , fj ) q | हे 


( >. p, ०) 5 
(खः dg 


_ nite TU+o2+BI2) py” "| A 
-TREDI रत, „| 


(/2-4-0/2-+ B/2- eo 
G.) 


जहाँ (2.3) से सरलता से प्राप्य प्रतिबन्धो की तुष्टि होती है । 


चू कि -फलन में अनेक विशिष्ट फलन उसकी विशिष्ट दशाओं के रूप में हैं अतः उसमें प्राप्त 


प्राचलों के विशिष्टीकरण से अनेक परिणाम प्राप्त हो सकते हैं । किन्तु स्थानाभाव के कारण हम उन्हे 
यहाँ नहीं दे रहे | | 

निर्देश x | 
l. ब्राक्समा, बी० एल० जे०, Composite Math., 963, 5, 239. | 
2. फाक्स, सी०, Trans. Amer- Math. Soc. 96], 98, 395. | 
2. मैकराबटं, टी० एम०, Math. Annalen, 960-6], 442, 450. | 


4. मथाई, ए० एम० तथा सक्सेना, आर० के०, Generalized Hypergeometric functions 


f 2 applications in Statistics and Physical Scienes, Springer-Verleg, New-York, 
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vijnana 


7-फलन वाला समाकल 


ए० के० राठी 


गणित विभाग, शासकीय स्नातकोत्तर महाविद्यालय, दौसा 
[ प्राप्त-जनवरी ]।, ।982 | 


सारांश 


इपरज्यामितीय फलन तथा /-फलन वाले एक समाकल का मूल्यांकन 


पत्र का उद्देश्य हा ओं 
प्रस्तुत प्रपत्र का SEM ह परिणाम इसकी विशिष्ट दशाओं के रूप 


करना है जिसमें गुप्ता तथा ओल्खा और शर्मा द्वारा दिये गये अनेक प 
में सम्मिलित हैं । 
Abstract 


i matics, 
An integral involving H-function. By A. K. Rathie, Department of Mathe 


Government P. G. College, Dausa. | 
volving hypergeometric 


integral in a 
iven 


j i i an 
कक ots papori ee particular cases several results g 


function and the H-function which includes as its 
by Gupta and Olkha (3) and Sharma (6). 


Í प्रस्तावना 


{ ar fare किया जावेगा । 
IRR द्वारा प्रदर्शित म-फलन को निम्त प्रकार से परिभाषित w 


mn 
Ay g | 
000 H यथ 
k De om ae É rabbi 
हे Oss a T(bi—f; s) eh F(l—aj® off, x: jent aes 


an 


Laj, ej), = (Oni) | a(s) z5 ds 
Lj Iig E 
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तथा प्राचल इस प्रकार सीमित हैं कि #-फलन सार्थक है । विस्तार के लिए ब्राक्समाए देखें । 
aan) ने सिद्ध किया है कि (l.) के दाई ओर का समाकल परम अभिसारी होता है जब 
0>0 तथा | arg z |<}n0, जहाँ 
P x q 
0= 2 G= 2 GQ Ti Si (3) 
हमें निम्नलिखित परिणाम की आवश्यकता पड़ेगी 


ठी F ax 
STS CoN ०-0.) ic 0: 0:- कै 
|, xe- (x)? [ax -b(l—x)] PF, [० B; p; ax Fb x) dx 


__ _ 70) Po) T(p+o—a—B) 4 
a? b° T(p--o—a) I'(p+-o—B) a 


जहाँ Re(p)>0, Re(c)>0, Re(p-+o—a—f)>0,a तथा b अशून्य अचर हैं तथा व्यंजक 
[ax-+b(l—x)], हैं जहाँ O<x<i शून्य नहीं हैं । 


2. मुख्य परिणाम 


सर्वप्रथम हम निम्नलिखित परिणाम को सिद्ध करेंगे । यह परिणाम नया प्रतीत होता है | 


| XPT (I =X) [ax--b(l --2)]00 e axlax+hQ x) 
|| 


xX oF. 2 ax 
XE Ë B, p; ल्क dx 


ez TO) TsO Teta—a—f) _ _ 
° b° P(e+o—B) = „Fa [o, p--o—a—B; 7+०-०% p +o धि 7 j 


è š a ia f 
जहा Re(p)>0, Re(c)>0, Re(p+-o—a —f)>0,a तथा b अ-शून्य अचर R और व्य 
[ax+-b(l—x)], शून्य नहीं है जहाँ 0<x<:! 


a I) को सिद्ध करने के लिए वाम पक्ष को 7 द्वारा सूचित करते हैं ओर इसे fs 


व्यक्त करते हैं | 


ग 
T=e< | 2९4 (| —x)9—> [ax--B(l = >)]-0-० ez b(l-x)axtb(0*) 
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F = ax 
Kola [ a, B; P; rem) dx (2.2) 


८८ pa-r lax+b 7a) के स्थान पर 


ga 


S zp) (r! [कायण 


r=0 


खत हैं, समाकलन तथा संकलन के क्रम को बदलते हैं; समाकल का मान (l.4) की सहायता से ज्ञात 
करते हैं और तब श्रेणियों को जोडते हैं जिससे अत्त में हमें (2.) प्राप्त होता है । 


प्रस्तुत प्रपत्र में निम्नलिखित समाकल का मूल्यांकन हुआ है : 


| |. 20 (]--:)0 [ax b(L—x)]?~? ,F, |°. B; p; व्राता | 
I 0 


ax+b(l—x) 
AJ l(a;, en 
mn b(l—x) | J Jp 
शा axlax+b(-x š > ऱ्या 
76 MR [ ax--b(l—x) | |; Fig a 


=I(p) a-P 9 7 ee š टा! 4 
r=0 


(l—o—r, A), ([--१-०-7+०-+), A), Ld, Dp 


y 


m na 
p+2 q+2 


(2.3) 


I, fg, (l—p—o—r-ta, à), (( -०-०-/+ 2) 


TE ASO, Re(p)>0, Re(p-o—a—f)>0, Refo+AGjff)>0 j=l «७ m, 0>0, 
larg y | <40 जहाँ 0 वैसा है जैसा (.3) में दिया चुका है; ० तथा b भशून्य अचर हे तथा व्यजक 


[ay शून्य नहीं है जहाँ 
FOL), शून्य नहीं है जहाँ O<x<. 


उपपत्ति दिए हुए समाकल को / द्वारा सूचित करते हैं ओर निम्नवतु ब्यक्त करते हैं : a 


J=e-z > 020 (तन | ३९ (ft — ०:7४ [ax +b — र 
0 


r=0 
lü, ej) 
* | ax (2.4) 
[ (Gj; Sia 


k. A a, B; p; ax mn í S x) | 
ax--b(l —x) | ba Y I ax-b(l—x) 


A . शात परिणाम!! की सहायता से x समाकल का मान ज्ञात करें तो (2.3) प्राप्त होता है | 
5 
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विशिष्ट दशाएँ 

यदि हम (2.3) ej=l, Onc) pfi=lJ= I coon = लें तो हमें 6 फलन I 
संगत समाकल प्राप्त होता है | 

2. यदि हम (2.3) में a=b रखें तो हमें गुप्ता तथा ओल्खा? द्वारा सिद्ध किया गया परिणाम 
प्राप्त होता हे । 

3. यदि हम (2.3) में a=b, १3००, लें जहाँ ०, t धन पूर्णा क हैं तो हमें शर्मा द्वारा 
सिद्ध किया गया परिणाम प्राप्त होता हे । 


इस प्रकार अनेक ज्ञात तथा अज्ञात परिणाम प्राप्त किये जा सकते हैं । 


निर्देश 


. ब्रावसमा, बी०एल०जे०, Composite Math, ]963, 5, 239-34] 
2. फाक्स, सी०, Trans, Amer. Math. Soc., ।96], 98, 395-429 
3. गुप्ता, के०्सी० तथा ओल्खा, जी०एस०, l969, 4, 2, 205-22 
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65-70. 
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. जज _CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


Ë and Parishad Anusandhan Patrika, Vol. 26, No. 4, 983 
n 


र दो चरों वाले परिवर्द्धित प-फलन की अनन्त श्रेणी के रूपान्तर 


वाई० एन ० प्रसाद तथा इन्द्र कुमार 


सम्प्रयुक्त गणित अनुभाग, इस्टीच्यूट आफ टेक्ना लाजी 
बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 


[ प्राा--मई 7, ।982 ] 


सारांश E 


द २ द्वारा परिभाषित दो चरों वाले परिवद्वित #-फलन की अनन्त 


इस प्रपत्न में प्रसाद तथा प्रसा 
रूपान्तर हमारे रूपान्तरों की विशिष्ट 


| ध्री के दो ख्पान्तर प्राप्त किये गए हैं । हाल ही में गगं ( द्वारा प्राप्त 
दशाओं के रूप में हैं । 


Abstract 


H-function of two variables. ._ 
Institute of 


जज गाडा 


of the modified 


On transformations of infinite series 
Applied Mathematics Section, 


B 
i 4 ह N. Prasad and Indra Kumar, 
| chnology, Banaras, Hindu University, Varanasi. 


serie In this paper we have obtained tWO interesting , transformations of | 
: The of the modified H-function of two variables defined by Prasad and Pr Š 
_ihe transformations recently obtained by Garg!) follow as special cases of, sa i 
ansformations. 0002 


भ्रस्तावना 


हाद तथा प्रसाद!) ने दो ad वाले परिवद्धित Hewett को निम्त 
किया है 


My nysme,ns: (MaM); (04 


É. H[x,y]= H 


Duda; Paqa; P99: 
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{Cp Yb Ë आहि 
(८८५०५७०४७१) (fq Ü Frat Cg B, )) 


ei 
लार 


| | ४७०५७७) Yds वा, 
LiJL2 


ml ni 
TI (bj —-Bjs—Bjt) II (l —aj+ajs+Ajt | 
ग री 
g(s, t= 


| 
qı pı | 
I TU—BFBisFBit) I I (aj—ajs—A; | 
a (l= };-+Bjs + B; yas (aj—ajs—Ajt ) | 
m2 7 n2 
H r(dj—3js+Djt) H PL —ej-+yjs—Cjr ) 
2 p 42 a 
Ht T —di-rbs— Dit) H T(ej—yjs+-Cyt) 

ng+l 


ma+l 


ms T ng 
H I(fj—Fjs) H T ((—ej-+- Ejs) 
9, (s) = (.3) 


> 


98. $3 
jp INO यया निळ 
ain (I— f; +F;s) ee (ej— Es) 


< तथा 


ma 7 na 

H P(hj—H;t) (शाळा) 

ग l टी 
Ho 


da pa 
II TI hj T(e;— G. 
mati ( i j+ cf 2) a 4 (8j J ») 


(L4) 


> 


जहाँ eH 2 शुन्य नहीं है एवं अ-रिक्त गुणनफल को इकाई मान लिया गया है। (.7) में तिहि 
नाचलो के प्रतिबन्ध,वैश्लेषिकता प्रतिबन्ध तथा द्विगुण समाकलों की अभिसरण के प्रतिवन्ध तीचे AT 


i a 
et (L.l) द्वारा परिभाषित Anas (L.2) में पाये जाने वाले मिश्रित संकेत गामा फलत 97 
_ के कारण परिवधित फलन है । 


प्रतिबन्ध a. ai 
pue s: Piso Pgy mg; 70,884; Drs PaPa: Pa; तथा 40484 if 


a “a है OE, 0<n:<pi, (im 2,34). aby,8,4, B,C, D,EE OH पतत 
ह पन सड्यायं हैं मोर abode teh अक्षर समिश्र संख्यायें हैं । (].]) द्वारा परिभाषित " | 
वैश्लेषिक फलन है यदि 


q2 ba a b2 c qa 
s= Aj + Di+2 Gj—2 Bj—2 ८/-2 Hj<0, ([.6) 
sÍ ul T ग ग ग 
तथा (।.]) अभिसारी होता है यदि 
larg x|<4Un, |arg y|<4Vz, (7) 
जहाँ 
ni pl n n2 
U=} aj— 2 (> Bi— 2 Bj +2; Yr 2 yj 
ह nytl ग mri notl 
2 b 
| आ 43 3;— 2 342 E. 3 EE NO a3) 
| ¢ mal ग ng+l mgFl 
| तथा 


—— र. 


2. विशिष्ट परिणास 


हम दो चरों वाले परिवधित प्र-फलन के लिए निम्तलिखित प्रसार सूत्रों की स्थापना करेंगे _ 
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È % ध्द 9, 
RS sry अ 2 8-2 १-2 F< 0, (L.5) 


#2 
= Aj— 2 A+ Bj— 2 Bj+2 Cj- 2 Cj 


ny+l mL ng+l 


4+3D;— F Dj+2Gj— X G;+2Hj— > Hj>0 
4 


moth 


> zr Mitat l; m, + Ins: (mans); (man) F -c—r; h,k), - 
ror! Pt ] 5933 Pade l: [ ps. gsl; [2444 l] {Og Br, Br); 
Kapi app Apk Kepa Ypa Coa) : era Eed 


(47३४६), (days So Da) : aF 


SDH 
3 on F Pit lds 


nat l : (mans); (man) p ee: OAC 
% ३ : [paga]; [Paga] f 


(Eps Gy) 
Wo Hr) — r,p) 
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(I—c—d—f; h=h',j—k—k') {Cp YppCpg)}6 —f—¢; hp—k): 
(a+r; h',k’),( —f-c— d; h—h'»p—k— k'),{(dq,3 ०५५५ 2.2), 


(OGA Epo); ORIN = J 
Eo E O CE adl 


myn गण 202; (Mms); (m,n) 


% (l —z)r+ -fed 
Ta r! H कीर व्रत वा ५ 
r Pit 39x T £ Pot 9५2 F ° [ ps. gs]; [pod] 


[ Frd-r; ॥/,2--/), (०५७४ cp Ap) (2-/- ०-4; h-h',p—k—k'), 
(Cp; Bay Ba) (+ d; ८५७७-०१; (र्यी c; hp- B), 

{lcha Ypa Cool —f— c; h,p—k) : 

(2—f—c—d; h—h',p—k—k'), (व) Sgp Dol —ce—d-f—r; h-h',p—k—k'): 
(७५%); ((8/,,०,,)) 
(7,700); {gp Ho) 


x(l— 2) शो, yd — ares 3 (l) 


बशतें कि (i) (॥,॥५५५१')>0,७>॥--7/>0,॥>॥',८ तथा ८ संमिश्र संख्यायें हैं, 


(ii) |arg(l—2)|<r,|arg x| <4(U+h+h')x, arg y| <V kk’ p)7,U>0,V>0 जहाँ U 
तथा / को क्रमशः (I.8) तथा (.9) समीकरणों द्वारा व्यक्त किया जाता है, 


(i) REACH S+k+k <p जहाँ 2 तथा 5 को क्रमशः ( l.5) तथा (l.6) समौकरणों द्वारा 
दिया जाता है, 


r=0 r! 


gar m+ l,m; momo : (mgs I); (m44) be ap, Ap} 


Pudi l; Pat lds : [pa] ds]; [४५,५१५] {bys By» Bay} 


(l—d—rsh EION DRO) ees rsp) Aep Ep} Gp,)} 


(l-e—r; h,k); (४५५ 8, DO) : (oF) y Hga) 


| 


= 20-2 H Mit ln mana2 : (manat I); (Masts) 
Prt Ly +25 paH3gat l : [pat Lg; [Pod 

pop Ap) (d= fcr lhk ktk) f +d- eHh 

A Hki KYA bp; BBA) ed hH ट्रे 


PT k aa 4 
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a 


(mena) : e+ dtr; h—h',k+k'), (op spp Ap hll ctf tr; hpk), 
{lbg Ba BDO SGE d; h—hk',k+k');(d+f -c; h—h',p—k—k’), 


(a d- y hs AC, 7४2092) : frp) Alepp Ep) (४,,%,) 
CO 5, Dob —c+f; h,p—k) : (057059); igp Hga) 


Mit l; m+ जट + ] : (m,n); 


> fle 20४४ r 
+2 C H es. À š 
r=0 : Pit bgt pot 2,42+3 : [३१४]; 


[ bp 4:44 ॥| 
(d+f—e; h—h’,p—k--k’), (Cpa Vp Cpa} : (७७,०७३); KpE) 


(४५५ Sa Da (d+f—c =r; यी” k—k’),\—e-+f; hp kg Fra) 


( || — z)h- yi — z)? tkt “| À (2.2) 
{Chg Hoy) I 


am कि (i) (h,h',k,k'Y>20,p>k-+k'h2M,e,d, f संमिश्र संख्याये हैं, 


(ii) Jars- z)| <z=larg x|<}(U+p+h' —h)7,U>0, larg W<HV—k +k V >0, 
Rİ ए तथा V को क्रमशः (.8) तथा (.9) द्वारा व्यक्त किया जाता हैं; 
(4.5) तथा (l.6) समीकरणों द्वारा | 


(ii) Rt ph’ < h,S<k+-k' जहाँ 2 तया S को क्रमशः 
दिया जाता है, 


š C H 


my,ni;imso + 2: (ms,ns);(ma-+- Ln) he हक s z £ Š 
४20 r! piF logs; (22342 + its [pa, qa]; [7044 + 


(by; Boy» Ba); 


Ar; h,k); (७५; Ypy Cp) : (७७०७७) 


(44475 W)C १७%) + (Saya) rp), 


० (] L 2-07 
">| (-2) ८ 2 ee 


CORIAN 
tho, Ho,)} 
or mat निकी: (mon; (ma Ln) [ 
Pr+2,q4+23 pat 2,१93 : [Ps4]; [poder 7] Cg 


750 
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{cps py COATS hp—b) : (eps Bra 


(C/A 8yqDq_)}s(A—4f +r; h—h',p—k—k’'): (ip F a); 


x gh 2 9927 k | 


(Lz) H Wy ony; mol, 


(Ep Cpr) 
ap) Alp Hog) 


HOAS ॐ 
o A Pit bgt]; pa +3, 


+2 : (man); (mon) l. ap Ap) — d; h—h',k-+k’); 
qa 2 : [pss]; [Poga] L(r-tA—d; h—h’ k+-K'),{(bq,3 By By); 
(a+r; hk) A+l—d-f; h—h',p—k—k’),{( 0635 Ypy Cpa} 
(+l—d—f; h— h p—k—k'){ (dy; 920), 

A+I+r—d—f; h—h',p—k—k') : {(epyEpy); ((8/५,,०५,)) 


(d; Kok); (iFa) (Cg Hr} 


x(— 2)/7# d+ z) hth (= 2)/7* ‘d+ 2)2767% | > (2.3) 


बशते कि (i) {॥,॥', + #८} 0,०2 +k En c,a,f संमिश्र संख्यायें हैं, 


(ii) Jare(—2)l<7,largx| <ऱ(0--॥/--॥० U>0,Jargy| <] 07+94#/--/0) 07 20 


जहाँ U तथा V (2.]) की भाँति हैं, 


(ii) (2.7) में दिया गया प्रतिबन्ध Gü) सत्य है । pS 


Baar pH mat Lyne: (masna); (mona) Ë —à—r; hk), a 
id lgi; ००१४ : [Paga] (Pada!) ( (९७) 200200 : 


(Gn; cds) (०५, ५५७७) : (७,,,०५,)); 


GE (क १००५५) * {py Fog); (ha, Ho), 


LORIA 
ba? Tba ; vy ears > G+27) 
ey <= 
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|: नी धनी दि Mat ned : (mana); (mon); hl), 

pitt 25 ४७१2१०3 : [०७१४] ; [Parga] हः 000 

{(apys appAp)bdF ISS hop—k); (f—d—d; h—h,p—k—k’), 

(bn; Bar Bop (GF 0७-00 (f—d—X h—h'p—k—k), 

Kepp COBO TN १-0): | 

(d kr; hk) gs 89sDoq)}.(f-—d—A—r; h—h',.p—k—k’); 


Ep} (gp, G 
{(p, 8) {( ba TAN | ( 2)? ॥(--2) kr | + ( zd +-2)/ 
{Op Fog): toy Ha) J 


mnit 02 lna +2 : (mss); (mona) 
l +Z 7) LL 
A p (CEs 

i टी, H 


a Prt liga l; ०७३१०१2 : [Pash pods] 
a I—f—r; h,p— kas opp Ap dhs GF Id hsp kk), 
(bz; Br, Baha LS; १) GF I dN hh pk k), HN 
(dir; h,k) AC pai Ypo Cp Fri h -h',p—k—k'): 
(४५ 9 Dy) (d; hk) : (9) 
Keby Ep} ((Sp.>Gp,)} 


x(— 2)7#/( I+ z) heh! M= टोर] ne are | ° 
(pHga) | 


शते कि (2.]) में दिये गये प्रतिबन्ध larg (—2)|<a के सहित सत्य èl 


। (2.4) को उपपत्ति : (2.) को सिद्ध करने के लिये हम इसके वाम पक्ष को लेते हैं ओर (4 ह Ë 
` ही सहायता से #-फलन को इसके कंटूर समाकल रूप में व्यक्त करते हैं तो (2.L) का वाम प 


. जा g(t) D(e-er-ths kt) 
Zr कक |. (७ SOD Tt द 


T(dtr—h'stk't) xsylds dt 
Š Td—f+r+Pt) J 


जाता हे o 0 (5), 8, (t) को क्रमशः (2.2), (.3) तथा (L.4) समी 7 
STR (2.]) में किया गया प्रतिबन्ध Gü) सत्य है। | ° 
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अब हम (2.5) को निम्नवत्‌ लिख सकते हैं 


I ५ ; | 
(2..) का वाम पक्ष als | %(s,t)0,(s)6,()xsy z 
F em I tung p (4-/४--/४) Met+hs + kt 
XaFi(d—h's4 k'hed-hstkt; ops pp क ah 


(2.6) 


क्योंकि समीकरणं (2.5) में संकलन तथा समाकलन (2.!) में दिये गये प्रतिबन्ध (ii) के अन्तर्गत परस्पर 
विनिमेय हैं । अब हम एर्डेल्यी के सूत्र का प्रयोग करेंगे अर्थात्‌ 


Fe) IT(c—a- b) 


aF) (a,b; ८; z) = ठो T(c—b) 27 (व,७; a+b—c+]; l—2) 


T(c) [(a+b—c) 


OO (Lz) boFi(c—a,c—b;c—a—b+l;i-2) (JP 


and कि Jarg (]-2)|< 7. 


(2.6) में सूत्र (2.7) का सम्प्रयोग करके तथा (l.l) Ñ दिये गये दो चरों वाले परिवादित 
Howat की परिभाषा के द्वारा परिणाम की व्याख्या करते हुये हमें (2.) का दक्षिण पक्ष मात 


a होता है । 
(2.2) की उपपत्ति : (2.]) की उपपत्ति के लिये ही समान है । 


(2.3) की उपपत्ति : इसके लिये (2.) की उपपत्ति की ही भाँति अग्रसर होते हैं और ए 
के सूत्र! 


A (८) Tlea—b) _ F A igla) 
gg) = Tea) Ae 2-4,F,(a,a+l—e; a+b- [75 


TO Tatto) ) 


3 = p:l- z 
Toro C V haaleaa ele 


T LC 
T करते हैं बशते कि Jarg z|<r 
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E दशायं 


qa=0, p=k, k'=0, h'=0, लेने पर मिश्चित संकेत गामा गुणक लुप्त हो जाते हैं ओर 
i — k a ~ 
(i) Ps प्त! समीकरण (2.]) की प्राप्ति होती है । 


३4७0, p=k, h'=k'=0, 29550, एच, लेने पर x—0, बताने पर 


ii =f i 
pa [2, eq. (2.3)] परिणाम मिलता है । 


हमें गर्ग द्वारा प्राप्त 
Gü) ऊपर लिये गये प्रतिबन्धों के अतिरिक्त यदि हम किन्हीं अन्य प्राचलों का विशिष्टीकरण करें 

तो हम गर्ग द्वारा प्राप्त समीकरण (2.4) मिलेगा । 
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अष्ट Ñ nfn वाला समाकल सभोकरण 


बन्दना गुहा 
गणित विभाग, शासकीय विज्ञान महाविद्यालय, रायपुर 
[प्राप्त-फरवरी 6, ]982] 


सारांश 
सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय फलन के लिए efa सूत्र का अनुरूप प्राप्त किया गया al 


Abstract PN 


An integral equation involving 802 in the kernel. By Bandana Guha, 


Department of Mathematics, Government College of Science, Raipur. 


An analogue of Rodrigue’s formula for generalized hypergeometric funct 


jon > 
is obtained in the form : हू 


| F = J ६605729 O GO) er; x mad —a) xa pn T T(pi) 
4 F, £ Taj B+] o TE) 
rtslrt+o 


l+a,p, PPa. - - , pr; 


x DB+nxn+a+B—p का m 8,-j;D* Pix -I(t +x)"}. 
j= 


Where §;— Dti-bjxtj-b; 


d = 
3-79 D — dx’ Po=P and Go 


The solution of the integral equation 


Bea x ua Š 
5 [an] Dn HBF, ioe BS s 
LtQoprpirp2 > + * € opr 


bahan 
S Obtained. š ही 
a by means of integral and differential o 
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L प्रस्तावना 
समाकल समोकरण 


| sD) IOs), अन aa 


का अध्ययन अनेक कार्यकर्ताओं ने किया है। दीक्षित?! ने १४७ को रोड़िग सूत्र के अनुरूप में qfaia 
करके (L.) का हल समाकल तथा अवकलीय आपरेटरों की सहायता से प्राप्त किया है । 


हम ऐसा समाकल समीकरण सिद्ध करेंगे जिसकी afte H. F. हो । इसके हल से अनेक 
नवीन परिणाम प्राप्त होते हैं । 


2. दीक्षित?! ने सिद्ध किया है कि 


L | IpI 4a) (2 PY eto, 


poops Tonpa hF d 


Ce ie | 2) 
X (5) v oly y: v 


तथा 


Es z] Ipp I(l FE) क +0+B—p_+2 
Ito psp! t LTG T (n+ a+8+.)\ dx हे 


x (acna (ZN श्‌ t-x y } (2.2) 


जो 44; के लिए रूड़िग सूत्र का अनुरूप है, 


हम निम्नलिखित को सिद्ध कर सकते हैं 


=n,n+a+ B+E, t. t . T 
r | iota, ] D (य ~ 
It+@>p>pispe> TED "TN 8) © 


(2.3) 


F. s 
4 3 


vt | dt. 


tasplp2 ; 


परिहार cc, के निम्तलिखित समाकल को k=l=t के लिए प्रयुक्त करें । 


9 


lee reed aes 


ay tes 3 an, Pi š 
CN [ eee है |) वीर 
he s zb 
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a a--l (ठत व्या, 
p= 5000 e हज 


x prefork 


ctk 


So 
m= 
D 
è 


p धनी tb! 2000 
bo PE TE k 3 


SSS 


+0, Re p>0, प्राचलों के उपयुक्त मानों सहित तथा (2.4) के बाम पक्ष में (2.2) को अवकल 
a 2 ~ ~ 

pe act के पदों में Kady) के लिए प्रतिस्थापित करें और फिर समाकलन करें । 

आपरेट 3 

(2.3) # (2. ) से 4£3 का मान लेकर रखने तया समाकल एवं अवकल आपरेटरों के क्रम को 


परस्पर विनिमय करने पर हमे 


-n nrat Prt; |, ] a IB IQEC) EE p” yneotB—patt 
5 Al Learppirp2 ~ Téel(p—9) Té T(n+at B+!) 
u = ie. है nA; 2,5) ny 
| x ण ° कमा et (tbh | rat (2.5) P, 
a dy : a 
| प्राप्त होता है जहाँ D;= š 
| = 
| esa] से हमें ज्ञात है कि 
| 
| 


F ४१५५५०७, 
Dm { xb+m-3(] — xe = (b) mx? Fy [ b 


g 
D= B 


जहाँ 
जिससे हमें सरलता से (2.6) प्राप्त हो सकता है । 


mt |= ळी pea) 
24. ` = TE 
pi» TE 


(25) तथा HAU के फल का प्रयोग करने से यह (2. 7) में समानीत हो जाता | है 


all = Torp Tp rU ENE 
J | nna B+E, bib: | e त्त का) a p+ 
$ Itarpopi.p2s है TELE be (७ ६ 
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(2.7) में v के स्थान पर Z रखने से 


s F; pe x |= TpIpiTpaT(l a)! "x e E esas 


4 4] rtaspspirpas t| rere le,T+a+p+l]) 
$ i 
P 
a BRIER) OTN fd r 
£ xaa (agente (ett? (रु foro | ९४ 
अतः आगमन से हम सिद्ध कर सकते हैं कि 
R F 0 F lésé o Sr x | ra +a) xraf-n 
> 3472 z= MGA 
A oP; E AEREN) 
| É ae x DB+nynra+B-p य IT 8, per) xt x)" l 3 (29) 
ry ico 2 (८) J L J p : 
_ 8, DTH D= 


`. Ix 


यदि समाकल (2.4) को k=l=e% लिए प्रयोग करें, (2.4) के वामपक्ष में (2.9) का मान रखें ओर 
समाकलन करें । इस विधि से , ५५४५३४ का वही रूप प्राप्त होता हो जो 7५३7+» के लिए (2.9) से सूचित 
होता है । यह परिणाम स्पष्टतः r=I,2 के लिए है जैसा कि (2.2) तथा (2.8) द्वारा प्राप्त होता है । 


(2.8) अनुरूप है ,+37%+ के लिए प्राप्त whem सूत्र का । 


3. हम निम्भलिखित आपरेटरों का प्रयोग करेंगे 


GOs ay Eo); GD | 


१८६, ण क्क 


८७) =v%g(y) 
Dl, [G(x)]=G(x) 


T. ,[6(0]८० यदि x=] 
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हि... gaa यदि n>! हो ती फलन f(x) परम संतत है (lxo) पर यदि %> तथा f(I)=0, तब 
; समाकल समीकरण 


p —n,nta+FBHl,Es5L,E2, . . . ir, x | 
F x] zna 
(शी लक | Hos pls pa- on f(t)dt=g(x) (4.]) 
जहाँ ०४५६५६४७६७, ° © o> किग्रैकीजी७- + +++ » सभी अनुण संख्यायें हैं का निम्नलिखित हल होगा 
f= CDS, pM a) x> (4.2) 
A 70+०+8 + TE) 
O D णन कनक) ह I 
जहां C Ti n! 3 B a+ l) i=0 I (Pi) 


उपपत्ति : 


(4.) में (2.9) से /+४/7+७ का मान रखने तथा समाकल एवं अवकल आपरेटरों के क्रम को 
परस्पर विनिमय करने पर जो कि वैध है 


DB+n 


१६ 


cee) n 8, _jD5-P{xf H(t —2)"}- t-*f(t)dt=B.xg(x) (4.3) 
;=0 


` रो के परस्पर 
(Brn) बार (4.3) का उत्तरोत्तर समाकलन करने, समाकल तथा अवकल आपरेटरों 
विनिमय तथा (3.2) के प्रयोग से हमें 


Dé,-b, (tre, T arj DEP {xt —x)"}t fedt 
Il Jj ज्यू 


— 8. 7०५२-४7) (जा je s १८७5४ न! 


अतत होता है। (3.) में परिभाषित आपरेटर की सहायता से यह 


"o 


k | xr-b, m 5,5 Dé-Pfxé-U(t —x)"}. rnf(t)dt =B.M(x) 
य =" = 
J 


जहाँ 


M(x) =x-(a+~p +0 ],[G(x)] 


CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 
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में समानीत हो जाता है । (4.4) का (४-7) बार उत्तरोत्तर समाकलन करने से 


LEE 


x FoI = n =n = > E _ 
Í T By व्यक E x). “PHSB ET 


पल 
x 
Í ह ( x—v ) š r 27 M( y ) dy , 


६, -7= मानने तथा समाकल एवं अवकल आपरेटरों का क्रम परस्पर विनिमय करने और (3.l) 


क 
उपयोग करने पर हमें ; 
x 7-8 
Derby, [IC H Br DEM कोण z f= BM) (4.3) 
मिलता है जहाँ MG) को (3:5) द्वारा अंकित किया जाता है । 
peal" wt), t” f(t)dt = B.M,(x) (4.6) 


प्राप्त होता है जहाँ M(x) को (3.5) द्वारा परिभाषित किया जाता हे । (६-2) बार तक समाकलन 
करने पर हमें वांछित्त परिणाम (4.2) प्राप्त होता है । 


5. अब समाकल समीकरण पर विचार करेंगे | 


Bx -n,n arbi EE ae 5 
ee Wi E 256552... ., Ër; A 
f ( = ) 7300032 | wona ली r Z| AG)dt= 2,(x); (5) 


|<x<xo के लिए 


यदि हम /--0 लें तो (5.।) समानीत होकर (4.l) हो जाता è | 


.... REOS) तथा xig =el) लिखें : (4) में 
; (x)=8(x) लिखें तो समीकरण (5.) पुनः 
Sa सथान हो जाता है । अतः ( Jall ) का हल होगा l 


A= Cx" e Derat M,C). (5.2) s j i; 


+ 


णाम 
में 7] रखें तो ये सब दीक्षित के म š 


- - 


), (4.2), (5.l) यथा (5.2) 


Fs - 
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कुतसता-ज्ञापन 


लेखक कालेज के गणित के प्रोफेसर डा० रतन सिंह के प्रति आभार व्यक्त करता है जिन्होंने 
की तैयारी में मार्ग दर्शन किया । लेखक विश्वविद्यालय अनुदान आयोग के प्रति भी आभार 
क्त करता है जिसने सीनियर फेलोशिप प्रदान किया । 
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vijn 


कतिपय नवीन रंजकों एवं उनके पारद व्युत्पन्नों का संश्लेषण, 
उनके गुणधर्म तथा औषधीय सक्रियता 
अनिल के० गुप्ता, अनिल के० श्रीवास्तव, 
निरुपसा श्रीवास्तव तथा एल० बी० लाल 
रसायन विभाग, Ho जी० Ño स्नातकोत्तर महाविद्यालय, मुरादाबाद 
[ प्राप्त-जून 8, 983 | 
सारांश 


3-नाइट्रोयैलिक अम्ल के साथ मोनो, डाइ तथा ट्राइ हाइड्ाक्सी बेंजीनों को सल्फ्यूरिक अम्ल की 
उपस्थिति में संघनित करके नवीन प्रकार के थैलीन रंजक तैयार किये गये । इनकी परीक्षा विश्लेषणात्मक 
तथा से्ट्रोप्रकाशमापी विधियों से की गई । इसमें से कुछ taal के पारद व्युत्पन्न तैयार किये गये । इन 
रंजकों के सोडियम लवणों तथा इनके व्युत्पननों में प्रतिजीवाणु गुण का पाया गथा 


Abstract 


Studies on synthesis, properties and pharmacological activity of some new phtha- 
lein dyes and their mercury derivatives. By Anil K. Gupta, Anil K. See 
Nitupma Srivastava and L. B. Lal, Department of Chemistry, K. G. K. Postgraduate 
College, Moradabad. 


; ing 3-ni thalic 

_ New phthalein type of dyes have been prepared by प्या त ह. en 
acid with mono-, di- and trihydroxy benzenes in presence of cone न क. 
acid as condensin g agent. They have been examined analytically and spec Bie. ayes = 
tically, Some of these dyes have been mercurated. Sodium ee ० a ee 
ind their Metcury derivatives have been found to possess antiDaC es \ 
संघनतकारकों की उपस्थिति में फीताल | 
eq एक विख्यात अभिक्रिया है (Ú 


a 


o Šg निजेल जिक क्लोराइड तथा सान्द्र सल्फ्यूरिक अम्ल जैसे 
ON प थेलिक ऐनहाइड्राइड के संघनन से फीनाप्यैलीत की प्रा के 

an फ्लोरेसीनाथ, gaara थैलीनाश, 4 : 5 डाइहाइड्राक्सी ल bea 

SSRI थेलीना भी तैयार किये जा चुके हैं । हाल में इसी विधि से | 


TTT किए) 
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320 गुप्ता, श्रीवास्तव, निरुपमा तथा लाल | 


किया गया है । रोहतगी इत्यादि AM हाल ही में मैलीन तथा उनके पारद व्युत्पन्न तैयार वि. 
ate उनके प्रतिजीवाणुक गुणों का अध्ययन किया ë | र 


प्रायोगात्क 


८-क्रेसाल-3-नाइट्रोथेलीन की तेयारी : 


3-नइाट्रोयैलिक अम्ल (4-0 ato) तथा ०-क्रसाल (4°08 ग्रा०) का मिश्रण एक गोल पर 
वाले फ्लास्क में लिया गया और उसे आधे घंटे तथा तैल उष्मक में गरम किया गया | तब सान्द्र सल्फ्यूरिक 
अम्ल की कुछ बूँदे मिला दी गई और फ्लास्क में वायु संघनक लगा दिया गया । तब पुनः फ्लास्क की 
वस्तुओं को L0 घंटे तथा 600-[70' से० पर एक तैल उष्मक में गरम किया गया । फ्लास्क को ठंडा 
करने पर एक ठोस पिंड प्राप्त हुआ जिसे सोडियम हाइड्ाक्साइड विलयन में घोल लिया गया और तनु 
हाइड्रोक्लोरिक अम्ल मिलाकर रंजक को अवक्षेपित कर लिया गया । रंजकों को छान कर आसुत जल से 
अच्छी तरह धोया गया ओर ऐल्कोहल से क्रिसटलित कर लिया गया । 


इसी प्रकार 3-नाइट्रोथेलिक अम्ल के साथ ॥-क्रेसाल, ओसिनाल, कैटेकाल, हाइड्रोक्विनोन, 
पाइरोगेलाल तथा फ्लोरोग्लुसिनाल को संघनित किया गया । इस तरह से प्राप्त रंजकों के पारद व्युत्पन्न 
तैयार किये गये और इन रंजकों तथा इनके पारद व्युत्पन्नों के प्रतिजीवाणुक गुण ज्ञात किये गये । 


रंजकों के पारद व्युत्पन्न तैयार करना!!! ; 


रंजक (09 ato) को परम ऐल्कोहल (25 fasto) में बिलयित करके इसमें जल (20 मिली०) 
में बना मरक्यूरिक ऐसीटेट (0-09 ग्र०) तथा ग्लैसियल ऐसीटिक अम्ल (20 मिली०) मिलाया गया। 
मिश्रण को रात भर रहने दिया गया ओर तव छान लिया गया । छनित को भाप-उष्मक में 4 घंटे तक 
गरम किया गया तो हल्के गुलाबी रंग के नुकीले क्रिस्टल विलग हो आये । इन्हें छात लिया गया । AE 
से प्रक्षालित करके अपरिवतित रंजक को बिलग लिया गया और फिर ऐसीटिक अम्ल से अम्लीकृत जत वे 
इन्हें धोकर अन्त में जल से धोया गया जिससे अधिक पारद लवण हट जाय । तब क्रिस्टलों को 00° © 
पर छुखा कर भार ज्ञात किया गया (उपलब्धि 3 ग्रा०) । 


पारद का निर्धारण : 


पारद व्युत्पन्न (0:29 ग्रा०) को फ्लास्क में लेकर उसमें बिन्दु बिन्दु करके साख सल्फ्यूरिक ग्‌ 
(L0 मिली०) डाला गया । फिर फ्लास्क को O Í से गरम करके अच्छी तरह हिलाया गया जिसे व 
हो जावे । अब नुणं पोटेसियम परमैंगनेट तब तक मिलाया गया जब तक हरा रंग न प्राप्त हो Š । 
को ठडा करके जल से तनु किया गया और फिर आक्सैलिक अम्ल मिलाया गया जब तक विलयत a 
न हो ले पारद का निर्धारण भारात्मक विधि से मरक्‍्यूरिक सल्फाइड के रूप में किया गया ! a 


_गुणधर्म सारणी l में दिये हुये हैं । 


Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 
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परिणाम तथा विवेचना 


जब 3-नाइट्रोथैलिक अम्ल को clara तथा रिसासिनाल के साथ संघनित किया जाता हैं तो दो 
प्रकार के रंजक प्राप्त होते हैं एक तो फीनाप्यैलीन प्रकार की संरचना के और दसरे फ्लोरेसीन प्रकार 
में Aef A CS ~ = a 
की संस्चना के । हैं मो. राप तथा फ्लोरेसीन प्रकार के व्युत्पन्न प्राप्त हुये जिन्हें fart प्रकार से 
प्रदर्शित किया जा सकता हे । 


NO, NO; 
प्रकार I (फीनाप्यैलीन व्युत्पन्न) प्रकार II (फ्लोररेसीन व्युत्पन्न) 
प्रकार I I. X. OH, XS GH Iy Ey =e 


प्रकार II X,= CR,, X,=X,=X,=H 
X,=OH, X,=CH,, X,=X,=H 


2 
3. 
4. X,= OH, X,=X,—X,= H. 
5 
6 
7 


X, — O Xe x, = X 3 = Xa = H 
X,=X,=0H, X, =X, =H 
X,=X,=OH, X,=X,=H 


सरचनात्मक अध्ययन 


a इन रंजकों की संरचनाएँ गुणात्मक रीति से तथा स्पेक्ट्रोस्कोपिकीय विधि से भी निश्चित की 
ता N निर्धारण में कैटेकाल-3-नाइट्रोथैलीन रंजक (:0 ato) को KOH की पुटिकाओं के साथ 
ले किया गया ओर संगलित पिंड को आसुत जल से निष्कषित करके छाना E अवशेष (4) 
पुरक्षित रख लिया गया और छतित को तनु हाइड्रोक्लोरिक अम्ल से उपचारित करने पर अवक्षेप (B) 
6 al । छानने के बाद छनित को ईथर विलायक से aaa किया गया । वाष्पन से अवशेष 
Seite हुआ । (4), (B) तथा (८) के रासायनिक विश्लेषण से पता चला कि वे Ta कैटेकाल- 
की पुरा गीत, -3-नाइट्रोथेलिक असूल तथा कैटेकाल थे । इनकी पुष्टि मिश्रित गलतांक ज्ञात करके, 


SANSA SANS AS 


a (560 nm) तथा रिसासिनाल-3-नाइट्रोयेलीन (5]0 nm) के ना के 
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स्पेक्टा पक्रित-एल्मर स्पेक्टोफोमीटर में अंकित किये गए और जो आवतियां मिली वे फीनाप्थेलीन[5] की 


सूचित आवृतियाँ से काफी मिलती-जुलती हैं । इसी प्रकार ०-क्रेसाल; ॥-क्रेसाल-तथया ओनिसाल-3 
ताइट्रोयैलीन में. ८४, के संगत क्रमश l460, 450 तथा l470 cm™ की लाक्षणिक आवृतियां जः 
हुई । यही नहीं, ।500-7 570 cm के क्षेत्र में अभिलाक्षणिक अवशोषण से ऐरोमेटी-\0, समूह की 


पुष्टि होती है | 
ओषधीय अध्ययन : 

इन रंजकों के सोडियम लवणों तथा पारद व्युत्पन्न में प्रतिजीवाणुक सक्रियता पाई गई। 
म्टैफिलोकोकस आरियस तथा बैवटीरियम कोलाई पर इनकी जीवाणुनाशक क्रिया के निर्धारण के लिये 
सोडियम लवण की वह मात्रा (मिग्रा०/मिली० ) ज्ञात को गई जो 24वें ब्राथ कल्चर के एक फंदे भर की 
बुद्धि को रोक सके । 

रंजकों के पारद व्युत्पन्तों के लवणों की जीवाणुताशी सक्रियता रंजकों के सोडियम लवणों की 
अपेक्षा अधिक पाई गई | इनकी जीवाणुनाशक सक्रियता की तुलना मरक्युरोक्रोम!९70] के साथ ज्ञात की 
गई जो एक ज्ञात योगिक है । यह्‌ देखा गया कि 0-क्रेसाल तथा कंटेकाल-3 नाइट्रोधैलीन के पारद 
व्यत्पन्नों के सोडियम लवणों की जीवाणुनाशन सक्रियता मरक्यूरों क्रोम से अधिक थी । सारणी 2 में रंजकों 
के प्रतिजीवाणुंक गुण प्रदर्शित हैं । 
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अशुद्धिकृत सेग्तीशियस नाइट्रेट का स्पेक्ट्रोफोटोमीटरीक अध्ययन | 


एम० एन० बापट 
भौतिकी विभाग, सागर विश्वविद्यालय, सागर 


[प्राप्त--फरवरी 06, 982] 


सारांश oe 


फास्फर (phosphor) अनुसंधान एवं विश्लेषण में फाप्फर की आणविक संरचना, विक्ृतियाँ 
एवं आयनों के समावेश सम्बन्धी जानकारी काफी महत्वप्‌ णे होती Š । अकार्बनिक फास्फर सामान्यतया 
ठेस (चूर्ण अथवा रवा) एवं अपारदर्शक होते हैं । फास्फर के विद्युत ताप एवं विकिरण (radiations) 
के साथ वर्तत आचरण से ठोस अवस्था भौतिकी अध्ययन में सुविधा हुई है। मैग्नीशियम आक्साइड 
का शुद्ध रूप में प्रकाशिक विशलेषण!72), विद्युतीय प्रभाव, विकिरण एवं तत्पश्चात्‌ उष्मीय प्रभाव 
का विश्लेषण बहुतायत से हुआ है । हमने अशुद्धीकृत मैग्नीशियम आक्साइड के लिये विभिन्न 
रो का अध्ययन किया है! जिसमें अशुद्धि यूरोपियम के प्रभाव का वर्णन अन्यत्र भी! उपलब्ध 
है। किन्तु सीरियम के सम्बन्ध में जो शंकायें उपस्थित हुई उसके परिप्रेक्ष्य में यह आवश्यक था कि किसी 
अन्य विधि से सीरियम की उपस्थिति की पुष्टि की जावे । अतः स्पेक्ट्रोफोटोमीटरी विधि का उपयोग 
शुत मैरनी शियम नाइट्रेट पर किया गया | 


Abstract 


ys Pst ophotometric studies of impure magnesium nitrate By M. N. Bapat, 
ics Department, Sagar University, Sagar 


ç 4 > A द 
Pectrophotonetric studies were made regarding impure magnesium nitrate 


Sing ceri 
ETI i a 9 ia 
um nitrate and europium nitrate. 


TATA 


र मैग्नीशियम नाइट्रेट को द्विआसवित पानी में चोला गया। इस प्रकार प्राप्त O'L | M 


l. ` 
लीथियम नाइटूट l प्रतिशत मिलाया । 
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2. लीथियम नाइट्रेंट l प्रतिशत एवं यूरोपियम नाइट्रेट 0: प्रतिशत मिलाया । 
3. लीथियम नाइट्रेट l प्रतिशत एवं यूरोपियम नाइट्रेट प्रतिशत मिलाया । 
4. लीथियम नाइट्रेट | प्रतिशत एवं सीरियम नाइट्रेट 0- प्रतिशत मिलाया । 
5. लीथियम नाइट्रेट | प्रतिशत एवं सीरियम नाइट्रेट । प्रतिशत मिलाया । 


उक्त घोल क्रम से क्युवेट (८५७९७) में रखे एवं GCA Mc Pherson स्पेक्ट्रोफोटोमींटर की 
सहायता से अवशोषण स्पेक्ट्रम प्राप्त किये गये । 


सारणी | 


न्ैग्नीशियम नाइट्रेट के विभिन्न न्यादर्श के लिये अवशोषण स्पेक्ट्रम एवं 
अवशोषण घटक 


MOS 


न्यादशे (विलयन रूप में) 
Mg (NOs): Mg(NOs)2 Mg (NOs): Mg(NOs)2 Ms (NOs) Mg (NO): 
š Te JF l A c x 
Li Lieu Lois MC 
क्रमांक (आधिक्य) (आधिक्य) 


]. 320 nm 
उच्च का स्थान 323 nm 3]8 nm 320nm 3 ]J8nm 328 nm 328 nm 
G ० * an 0:76* 
अवशोषण घटक 0:57* 0:56* 0:58" 0:54 0:80 
- दृश्य क्षेत्र 
का उच्च एवं 350 nm 520 nm 475 nm 475 nm 485 nm 
° 0:27 
भवशोषण घटक 0 07 0:08 0:24 0:27 


- पारदर्शी रेखा 


498 nm 500 nm 
की स्थिति एवं 505 nm 480 nm 


अवशोषण घटक 0: ; 
__ अवशोषण घटक 0:03 0:02 


ह * टंगस्टन स्रोत के लिये 


स्पेक्ट्रोफोटोमीटरिक विधि से घोल में उपस्थित अशुद्धि का प्रभार < 
उपस्थिति भी उक्त प्रयोगों से स्पष्ट होती है । 


खा जा सकता 
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7. 
परिणाम एंव विवेचना 


सामान्यतया डटेरियम स्रोत से टंगस्टन स्रोत की अपेक्षा अवशोषण तिगुना था । a a 
320 (nm) पर एक अवशोषण उच्च प्राप्त हुआ (चित्र !) । इससे कम तरंग ss (wave कि | 
š (3) 
पर सतत अवशोषण परिलक्षित होता हैं 400 nm से 560 nm तक सतत . sth 
į F . F अपे 
š 77]/25 प्राप्त हुआ (चित्र 2) जिसकी रचना एवं आकार न्यादर्श में उपस्थित घटकों के साथ ख 
होती है (सारणी ] देखें) । a 
(अ) प्रमुख अवशोषण 320 om का मापांक अशुद्धीकरण के साथ परिवर्तित होता है। 
(ब) विशिष्ट अशुद्धि के सारण के साथ 320 nm का आवशोषण घटक कम एवं दशय क्षेत्र का 
x 4 T 
बढ़ता है । 


(स) s= क्षेत्र में पारदर्शी रेखा की स्थिति विभिन्न अशुद्धियो के लिये अलग-अलग स्थान पर 
किन्तु एक ही अशुद्धि के लिये सान्द्रण से अप्रभावित रहती है | 


(द) पारदर्शकता रेखा अशुद्धि के लिये संवेदनशील है । अधिक अशुद्धि सांद्रता पर कुछ नई 
पारदर्शक tard प्रकट होने लगती हैं । 
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फूरियर श्रेणी की यूलर संकलनीयता की नई कसोटी 


पी ०डी० FAM तथा एच०एल० शुक्ला 
गणित विभाग, गवनंमेण्ट कालेज, शहडोल (म०प्र०) 


[ प्राप्त--सितम्बर ।, 982 ] 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में साहनी तथा कैथल से परिणाम का सार्वीकरण (5, 4) संकलनीयता में एक प्रमेय 
के द्वारा किया गया है । 
Abstract 


mability of Fourier series. By P. D. Kathal and 


A new criterion for Euler sum 
Government College, Shahdol (M.P.). 


H.L. Shukla, Department of Mathematics, 


In the present paper we have generalised the result of Sahney and Kathal to 


| (E, q) summability by proving : 


Theorem: If (i) |, | क() | dt=00) 


and lim 
n—> 2 


y EOC exp {- (z) (2 } adt=0(l) f . z 


T. 


CO E ७0 
for any positive constant 7, then the Fourier series of f(x) is summable (E, 4), (४> a 


tos at x, 


It is also interesting to note that : 
gence and our theor 


U) For q=0, (E, g) summability is equivalent to conver 


oT 

3 educes to the classical Lebesgue criterion of convergence: Ñ 
Holland, Sahney a! 
4); (q> ay 


a AO 


A ©) Tt answers one of the questions raised by 
~ extends their result on (E,!) summability to E 
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I. परिभाषा तथा संकेतन 
माना कि ॐ a, एक अनन्त श्रेणी है जिसमें आंशिक योगों {S,} का अनुक्रम है। अनुक्रम 5, 
n=0 


यूलर माध्यों को q>0 के लिए 


non 
(8 +4)” z ( k ) क्र Sk 


; 
4 द्वारा परिभाषित किया जाता है | यदि E,—S ज्यों-ज्यों #->०० तो अनुक्रम (S,) अथवा श्रेणी 2 परि 
i a 
A 
$| सांके af oe 
म भाषित संकलनीय (E, q) (q>0) तक हैं । सांकेतिक रूप में हम fad! 


(७) € s (E, q), क्योंकि q>0) 


स्पष्ट है कि (४, 0) अभिसरण के तुल्य है तथा निम्नलिखित प्रमेय ज्ञात हैँ । 
प्रमेय A 


यदि 2 6, 65 (7, q), (40), तो 2 anes (ह, है), क्योंकि व >4: 
n=0 n=0 


a प्रमेय BU 


के घातांकी मांध्यों का 


यदि — ८५ € s (E, 4), (q>0), तो £ anes (B) जहाँ (3) से बोरेल 
sl] n 


=0 


= 
la Z (a, cos nx+ Pb, sin nx) 
n=l 


aA 
N A ~ ° š CC = = और za T 
श्रेणी है जो लेवेस्क के अर्थ में अन्तराल (—=, z) में संकलनीय है a 


साथ आवर्ती ë । और भी 
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bed s 


# 26520 22202 2:27 


n n 
E = 2 ( ) qt sin kt. 
९८ ५) ||! 


ee ees 


2. विषय प्रवेश 


फूरियर श्रेणी की बोरेल संकलनीयता का अध्ययन टाकाहासी तथा बैग, साहनी एवं साहनी 
तथा कैथल द्वारा क्रमशः निम्नलिखित प्रतिबन्धो के अन्तर्गत हो चुका ë : 


$(t)=0 (hog !|!), ज्यों-ज्यों r—>0+ (2.॥) 
t t 5 th 
i. | (t) | dt=o (cin) ज्यों-ज्यों t0 (2.2) 


Í | (८) | ॥४/--०(/), ज्यों-ज्यों /->0* (2.39) 
0 


lim 
fr 


| : | a= a(t ap) | exp {—p(!—cos t); dt=o(l) (2:30) 
alp t 


जहाँ १ एक अचर है । 


अनुरूप प्रतिबन्धों के अन्तगंत प्रमेय (8) से फूरियर श्रेणी की (E, 4) सरा सम्भावित š! 
बद्धा ते हाल ही में r (2.2) जैसे प्रतिबन्धों के अच्तगंत फूरियर श्रेणी की (E, q) a 
नीयता स्थापित की है । इसी प्रकार का परिणाम शेष दो प्रतिबन्धों (2.3 a b) के अन्तर्गत भी सम्भावित 
है । इसी लक्ष्य-से हम निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध करेंगे : 


saa - यदि 
| | ३00) | ४०००0) ज्यो ज्यो ।20' 
2 Pi 


तथा 
lim |, m FO 00) exp | (3) nt? ] dt=0()) 


n— T) 


जहाँ ॥ एक अचर है तो फूरियर श्रेणी farg x पर s तक संकलनीय (B, 4) (a>0) Š 
3. हमें निम्नलिखित प्रमेयिकाओं की आवश्यकता होगी | 
प्रसेयिका af ३<०<्‌। तथा 


í | #(८) | ८०९), ज्यों-ज्यों Ey id > 
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| य sin # ) : ( nt 

| 46) [sin { n tan ( cos £ } sın rae ग] ; 
j at यद lien ठ nt | t 
j (272 


४५६. = 


उपपत्ति--अन्तिम समाकल पर विचार करने पर 


hore 


in 6 [०७५० pisitam) हि 


ब्रा t { q 2 } 
e —, nt 
xp 2n? 


-,/__sint ) = ( nt 
ve g(t) [sin I n tan (5 cos? | sin क्या I 


ल we exp प nte} 
n I i 
=o ठ = | | 4 H(t) sin { n tan! (aa | dt 
q T vin t q+cos t 
exp [ya n a 


—sin (a) dt 
= a li o(ntš) dt 


aln 
=o0(n'-20) | In) TO | dt 
=0(n!82) 


=०(]), ज्यों-ज्यों p>, क्योंकि o>. 


` ध्रमेयिका 2 --यदि 6<८<] तथा 


t 
| | #(८) | 4 = o(t) ज्यों-ज्यों tot तो 


j (T|n)% Pt aln) — a Oe ly sl 
y: í {exp = e] exp pe (t/n)? } 


P nt 
sın ( q + J ) 
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dt 


r in® d(t-+7/n) P | t 
= t ngt?) i 
exp व \ 


"जदली eet 


alin 


ng गाद 


exp m p 
=o[(r/ne--rn] 
==0(]), ज्यों-ज्यों n> ०० 
इस तरह उपपत्ति पूरी हुई । 
प्रमेथिका 3 


_ 8 fe Per py 


| 
| 


=! | 3 ( s: ) aJ 67४ | , जहाँ In काल्पनिक अंश का सूचक Š । 
keo \ k 


=L, (q+ eityr 


sin t 
(| + q2--2q cos t)”!? sin I n tan? l + cos D} 


प्रमेयिका 4 o<t</2 तथा o<q<l के लिये 


U +q? +2q cos t)”!? l 
I+ g)" nq 
+a) exp íz, r} 


इसकी उपपति रे! की प्रमेयिका Laat 2 की सहायता से प्राप्त की जा सकती है | 


प्रमेयिका 5 [8] 


ats |, | ४(४) | 45०१), ज्यों-ज्यों !>०* 


2T|n | p(t) | Q nt = 5 ड esa > 
| — sin (ua o(i), ज्य ‘ 


ain 


७0 


w meua PPP CDI 


——s 


>), 
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4. प्रमेय को उपपत्ति 


fanget का अनुसरण करने पर फूरियर श्रेणी के #वें आंशिक योग को 


Sn s=2|= |: = sin nt dt+o(l) 
0 


= 2/= | | te | ] a sin nt वा--०(]) 


=0, + Qs, माना 


द्वारा दिया जाता है जहाँ 6<7/2 स्थिर है । 


अब प्रत्येक स्थिर ó के लिये, we L(5, z) तथा ©» शून्य की ओर अग्रसर होता है; चूकि॥ 


अग्रसर होता है ०० तक तथा संकलन विधि की नियमितता से Q, का (£, ५) परिवतँ भी yea की ओर 
अग्रसर होता है । भत: प्रमेय सिद्ध करने में केवल इतनी ही आवश्यकता होगी कि ज्यों-ज्यों 7->७, 0; 
का (E, q) परिबतं शून्य की ओर अग्रसर होता है | 


Q, का (E, q) परिवतं 


En=2/m (l +q)" | ae E(n, t) dt 
0 


3 
=2ir | MO Utet coso" i _, sint ) 
य 5 D ay — . sin {n tan- ७0 COR } 


=f, | ४0) sin { n tan? (5) 


0 Sal 


3४४ A sin (१004) 
5 0 


E 


5 | A pe “(6 P(t) sin (nt/q-+-) 
Enl + A ० 2 Se ah 


f exp (Ga) r} 
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E. L 
| <a" 
{ al ॐ 


| aia प्रथम समाकल पर विचार करने पर 


| . 
_(7™ g(t) sin (शय!) 

| I, |, t exp | I) e] dt 
| \ 272 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


= E vecon . O(nt) dt 
=o(t), ज्यों-ज्यों n>. 


| इसके भागे, द्वितीय माध्यमान प्रमेय तथा समाकल | | $(0) | 4 के णांतत्य अश से हमें निम्न की प्राप्ति 


j होती है । 


I =|, pU) sin (ntlg D ह 
> (> exp (3 \ r] | 


टग / ] 

3 : | 

=o | | : [ | a(t) | dt š 

| | =. (rn) Š 


= | — T 4 धनात्मक अचर है : 
t = les (Ant जल 7 जहा S. 


=o (l), ज्यों-ज्यों ॥> ००, क्योंकि a<}. 
aa मे, 


ime f(t) sin (ntar D ge 
2I,= — —— FF. 
|: | an Í exp IE) | 
2, 2 


(Finan 4(t)-Ez|n) _sin {a(t rags trila ge Xi 
2 | (लर) {( \ (rine) > 


t | 


न i ima (t)—d(t-+-7/n) stn (वन) ay 
i exp {(5 OF 


o < F: - 


xin 
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ee Tma A(t+7/n) | l 
B + Meh a 54 s] Sim ततो 
š ॥ exp lG s) (t+ गास p Tan (a dt 


E * Tin P(t ग) sin (nt|q-- ]) dt 
न (३) + mim} 


है | Tima  क(चिगा/) sin (7४/५]) dt 


eo T 
x ; =al + 72.3 8०4 72-89 माना 


Tory La तथा 7., शून्य की ओर अग्रसर होते हैं ज्यों-ज्यों n> (क्रमश: 2.5, प्रमेयिका 2 तथा 5 
a से--चर को बदले के बाद) 


अब 


il 
=o =a) 
=o0(l) ज्यों-ज्यों nso क्योंकि a<l 
तथा चर को बदलने, द्वितीय माध्यमान प्रमेय से तथा (2.4) से 


(rjn)a+Tin 


(rint 


7७०१0) . | | #(¢) | dt 


rj 


=o(l), ज्यों-ज्यों n=, ata a<]. 


=o(]) ज्यों-ज्यों i 7->ळ. 
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(2) इसे हालैण्ड, साहनी तथा जिमबालारियो!!० द्वारा उठाये गये एक प्रश्‍न का उत्तर प्राप्त 


होता है और उनके (E, l) से (E, 4), (q>0) पर प्राप्त परिणाम को विस्तृत करती हैं। (देखें प्रमेय A 
e 
at) | 


कृतज्ञता-ज्ञापत 


लेखक डा० पी०एल० शर्मा का आभारी है जिन्होंने इस पत्र को तैयारी में सुझाव दिये । 
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ढालू आधार शेल पर क्षणिक भोम जल प्रवाह के लिए 
रिट्ज विधि का सम्प्रयोग 


बी० एस० पाण्डेय, एस० के० पाण्डेय तथा आर० एस० पाण्डेय 


सम्प्रयुवत गणित अनुभाग, इंस्टीच्यूट आफ टेक्तालाजी, 
बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी-5 
[ प्राप्त-जनवरी 25, 983 ] 
सारांश 
प्रस्तुत प्रपत्र में क्षोभ प्रविधि, लाप्लास रूपान्तर तथा रिटूज विधि का उपयोग अप्रवेश्य ढालू 
आधार शैल पर अस्थायी भौम जल प्रवाह को बताने वाले अरैखिक अवकल समीकरण का हल प्राप्त करने 


के लिये क्रिया गया है । 
Abstract 


groundwater flow on sloping bedrock. 
lied Mathematics Section, 
aras Hindu University, 


Application of Ritz’s procedure to transient 
x V.S. Pandey, S. K. Pandey and R. N. Pndey, APP 
chool of Applied Sciences, Institute of Technology, Ban 
Varanasi-5. ' 
Laplace transform and Ritz’s 


In the present paper, perturbation technique, aan : 
of nonlinear partial differential 


ae have been applied to obtain the solution ar एक मल 
Vious s of paraboblic type which desribes the unsteady groun, wa के ० : p 
canal sloping bedrock. The problem under study concerns with the eo ae a 
दती another with a sudden rising of the canal level as an Bess a > 
दा on, while the down stream level remains constant. Initially, both leve es 
Series The water depth and outflow rate have been determined by using power 
€xpansion. 


मुक्त पृष्ठ तथा ढालू अप्रवेश्य आधार शैल वाले सरंघ TT में अस्थायी as प्रवाह को 
| z 


परावः < 
लयी प्रकार के अरैखिक आंशिक अवकल समीकरण द्वारा afa किया जाता Š 


2 A kil 
APIO aa h ax LS 


—— —A_ w 
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342 
जहाँ h=A(x,t) अप्रवेश्य निचली परिसीमा से मुक्त सतह की जल गहराई, k द्रवचालित चालकता, $ 
तज निर्देशांक, ! समय तथा t निचली परिसीमा का ढाल हे । उपयुक्त समीकरण š 


संग्रह गुणांक, x af १. as 
अगेक प्राचल हैं जिनसे हल की विवेचना करने में कठिनाई होती है अतः उपयु क्त समीकरण को विमाहीन 


स्वरूप प्रदान करना उपयुक्त रहेगा | 
विमाहीन चरों को प्रविष्ट करने पर अर्थात्‌ 


H= E : विमाहीन जल गराई 

9 

X = 
X= =: विमाहीन दूरिक निर्देशांक 


Fo = D t : विमाहीन समय 


समीकरण (l) को निम्न रूप में लिखा जा सकता है 


3H 22H? aH 9 
व का to (2) 


जहाँ a=2IL|ho, तथा ho एवं L क्रमशः अभिलक्षणिक गहराई तथा दूरी हैँ | 


bie Kho y 
NSD o m E, 
a SO o 75L 
x SS SS 
ih NS >N a —--~-- Present technique 
` aK ws “an o ooo Pavlovsky solution 
N 
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अनेक कार्यकर्ताओं ने ठो विधियों से निर्मेयों के हल प्राप्त किये हैं । ये हैं-सान्त अन्तर की 
क्षि“ तथा सान्त तत्वों की विधि”?^*22 | फैंगकिस तथा जिमापूलस”! ने समीकरण (2) का 
च 


fa ड 
L] के लिये प्राप्त किया हे । 


हल a 
3 प्रस्तुत प्रपत्र में हमने समीकरण (2) के प्राचल ० के विभिन्न मानों के लिये जिनमें OS a< की 

fz हो, हल प्राप्त किया है जिसमें क्षोभ विधि, लाप्लास रूपान्तर तथा रिट्ज विधि का उपयोग किया 
. हे m लिया गया है कि दोनों नहरों में मुक्त सतह का प्रारम्भिक स्तर तथा ऊपरी धारा का , 
क can अचानक H, (स्थिरांक) उठ जाते हैं जबकि निचली धारा का स्तर H, पर स्थिर रह 
स्तर दोनों < 2 


ता है। ऐसी कल्पनाओं के अन्तर्गत प्रारम्भिक तथा परिसीमा प्रतिबन्धों का रूप क्रमशः निम्न 
ज्‌ R 
प्रकार Ç । 

H(X, ०-८, (3) 
जहाँ 

A==(l— Hi)=a|2 

तथा š 

He: a , F,>0, (4) 

H(L, ७)चच्या 


यह भी कल्पना की गई कि विमाहीन गहराई में निम्नलिखित घातांक श्रेणी प्रसार होता है जो लघु 
प्राचल ० के पदों में है 
= I DX, Fo)+ a2H*(2)(X, Fo) 
H(X, Fo)=Hz+eH*™(X, Fo) qo H*OX, Fo) + ++ + ००० (5) 
£ F,) तथा के लिये व्यंजक तिकाले 
(5) का उपयोग करते हुए विमाहीन गहराई H(X, Fo) त बहिर्वाह प्रवाह Q 
गये हैं | 


faa का हल 


चातों कों की तुलना करने. पर 
समीकरण (2) में श्रेणी (5) को रखने तथा ० के समान घातों के गुणांकों की तु 


हमे निम्नलिखित समीकरणों की प्रणाली प्राप्त होती हैं 


6 
| EO o aye Š (6) 
i oF, = Ae Oe 
| 72१0) 
३०0 m aaa 
979 
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aH #3) a2 A * (3) AAG) 32H * (2) ( 0H") 
We = ace | 2H #0 m ox +!) 


7 कसी Ne 


oH *(2) 82% (2) E | 
a l aXe : (8) 
रा 
fe प्रथम पद स्थिर है, ) तथा ० ज्ञात हैं अतः हम यह मान लेते हैं फि फलन कर», BHO. 
इत्यादि निम्तलिखित प्रारम्भिक प्रतिबन्शरों की तुष्ट करते हैं | a 
क्र 
| H*®(X, 0)==H*(X, ०) . . . =o, 
H*()(o, Fo) =H*®(0, Fy)... =o, 
À प्रा 


HAT, P= HANI, Fo)... =o. 
उपयु क्त कल्पनाओं को हृष्टि में रखते हुये हमें 


HA (X, o)= — 


_Kho_ 4 


Fo = 5.2 


----Present Technique 
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qa H* (0, Fo=0 ) 
Hen R= H: E He > Fo>o. (0) 

; I | 


N 
e 


अब हम उपयुक्त समीकरणों की प्रणाली के लिये सरल सन्निकट हल प्राप्त करने की गणितीय 
ean देगे । अवकल समीकरण (6) में सार्वीकृत रामय 2 के अनुसार लाप्लास रूपान्तर का व्यवहार 
करने तथा प्रारम्भिक प्रतिबन्ध (9) का प्रयोग करने पर 


200) 
2H, a 


a — ye SH u A di) 


प्राप्त होता है । 
| रूपान्तरित परिसीमा प्रतिबन्धों 


H, 
H*(o, sj=o एवं HFM, s)= GE 


Sarat (ll) का वास्तविक हल प्राप्त किया जा सकता है । किन्तु व्युत्कमण करन परH *०॥(४, Fo) 
के लिये व्यंजक अनन्त श्रेणी के रूप में होगा जो H*O(X, Fo) तथा H*((%, Fo) इत्यादि के निर्धारण 
के लिये असुविधाजनक होगी, अतः इससे बचाने के लिये हम रिटूज की बिधि का उपयोग करेंगे । 


CX, 5) को ज्ञात करने के लिये अध्यारोपण 


चू'कि परिसीमा प्रतिबन्ध असमांग हैं अतः हम H* 
गहराई के लिये परिच्छेदिका पर निम्न रूप में 


| विधि का पालन करेंगे । इसके लिये हम ख्पान्तरित जल र 
| विचार करेंगे। 


HACK, = Bi Heyy क को ७ कक 3) (2) 


१११. लाप्लास प्राचलों के फलन हैं । प्रथम सन्तिकटीकरण के लिये लाप्लास ख्पान्तर के 
मंत हमें निम्न रूप में हल. प्राप्त होगा 


OSE 
H*(X, s) न xa Ha | 63). 


RN H,*(X, F,)=[P,X-+-X (LIP Fy>9, 


P,=20H,, P»=5(2—H,— Hold 


CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Ci 
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P,=5/4A, Pys=(P2— APs), 


P;=(H,—H,)/2A. á «a g 


Bs. संख्यात्मक दृष्टि से यह पाया गया है कि H*O0(X, F.) के प्रथम तथा द्वितीय aa ५ 

> मान प्रायः एकरूप हैं जिनसे O<a<l की तुष्टि होती है अत: सरलता के लिये ye CX, F.) a 

x रित करने के लिये ॥*०१(%, Fo) के प्रथम सन्निकटन H,*O(X, Fo) पर ही विचार करते al ° 

na H*®(X, Fo) का निर्धारण 
= 


= अवकल समीकरण (7) में (4) से H*O(X, F) रखने पर तथा 2? े प्रति aay | ! 
SN रूपान्तर का उपयोग करने पर हमें F 
š H*(0, 5)=0 और H* (I, s)=0. l 
ay परिसीमा प्रतिबन्धों के अन्तर्गत निम्नलिखित की प्राप्ति होती है । | 
Š d2H*02) P P m 
aa O [हि LOL p) का 

2(I—6X + 6X*)P%,) _ - (9 | 

wow ` ` 
पुनः माना कि रूपान्तरित जल गहराई 
HHO, sj=X(I—X)(C,(s) + C,(s)X-r C,(s)X*-+-..3 ine 


परिच्छेदिका है । 


पिछली दशा की भाँति अग्रसर होने पर हमें प्रथम सन्निकटन 


ea, 


H*O(X, Fo) का H*,°(X, Fo) 


P, = ( ar 4P;) g 


P= 5P. Pi 
Py, =2P?,/Py_ 


tan 
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में समीकरण (i4) तथा (l6) से वही वही मान रखने पर हमें HONY, Fy) का 


| करण (8 y7 $ 
(6 £ F,) निम्त रूप में मिलता है 


का सलिकटन HOC 
EFS (3) (X, Fo) = X( [= XP w (P, + 7,530 SE Pig F,*)eP IFo 


= (Poot PisPiFoe SBOE e*P\Fo], Fo>0, (IT) 


Pi,=5P QPF Ps)[2Ps P, =(8P,Ps+ S(Ps+ Pu) 2 P; Ps))/2, 
n7279 


p =5Pro(2 P+ P,)/2; P, s= (5Pn(2P;+- Ps) +8P,(Po+ Py))/2Pu, 
ua 


Pa =4P, Pi | Pr’ Px =2P,P Pas 
pa = (Piet Piet Pu Pi) Pas = PHZ 
Py=Pist Pier 

| समीकरण ((4), (6) तथा (7) के अनुसार विमाहीन गहर 
CX, FoF HOE, FFB, Fo), ॥०>0. 


ई का व्यंजक निम्नलिखित होगा : 


(8) 
H(X, R)==H,--aH)* 


| ` < 3 
| समीकरण (l8) के अनुसार वहिर्वाह दरा 


ı oH 
“u 


का स्वरूप निम्नवत्‌ हो जाता Š | 


F F? 
O~a/6 [[Pi{—Py-+a(Pot Py—PioFo) t a (Pist PasFot oD) 


--०.१७- ० (Pist 2PwFo)]e Ifo 


2P|Fo—3 ९७५१९ Piro] (9) 


+ब[ग270,(2,०4- 72670 -+ गे —2PiPule 
करके निर्मेय का अध्ययन 


ने सांरि [न प्रदान क 
अब हम विमाहीन प्राचल o तथा H, He की सांख्यिक म 


x § Matta के रूप में करेंगे । 
; | $ उदाहरण 

re ° 
a 55 साग 7 
vr ` ` x < = 0. 5 तथा H. š z 
द्यि हुये सिद्धान्त के सम्प्रयोग हेतु a=0.5, Hi=0 7 2 किये गये š = 
किया है और इनसे संगत मानों के विमाहीत जल a 


Pre चित l तथा 2 में दिया गया है । 


की गहराई तथा बहिर्वाह्‌ दर प्राप्त 


Feng 


इन लेखाचित्रीय परिणामों की तुलना पाव लोत्स्की हल से की जा सकत है 
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अचल प्रवाह के लिये मुक्‍त पृष्ठ का अविमीय चरों से युक्त समीकरण Tae ३ 
लिखित समीकरण” द्वारा व्यक्त किया जा सकता है के निम. 
H=Hi—oJ2(X—DHo In (7 == Ho) | 
H —R.|!, ol 


जहाँ Ho चर है जिसे सामान्य गहराई कहते हैं और (20) से X=0 के लिये H- 


` H, काढ 
करते हुये परिभाषित किया जाता है अर्थात्‌ ही 


HH | 

H. = ae = i 0 E 

५०१०-०० Hin = J ey | 

मुक्त पृष्ठ के बिन्दुओं को (20) तथा (2) से प्राप्त किया गया है जिन्हें चित्र ! में प्रदर्शित किया 

गया है । स्पष्ट है कि समय #,--0.28 के पश्चात्‌ प्रवाह स्थिर हो जाता है और पावलोव्स्की हल तथा! 
लेखकों द्वारा विकसित प्रविधि के मध्य सन्तोषजभक साम्य पाया जाता Š । 


निष्कर्ष 


क्षोभ सिद्धान्त में, विशेषतया अरैखिक आंशिक अवकल समीकरणों वाले निर्मेयों में रिदज की 
या का व्यापक प्रयोग होता है | प्रस्तुत प्रपत्र मे क्षोभ प्रविधि, लाप्लास रूपान्तर तथा fea fai का 
उपयोग करते हुये अगरवेश्य ढालू चट्टान पर भोमजल प्रवाह के लिये जल की गहराई तथा वहिर्वाह दर के 
लिये व्यंजक प्राप्त किये गये हैं । सांख्यिक परिणाम ICL 9045 कम्प्यूटर पर प्राप्त किये गये हैं। 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


raat में से एक (बी० gao पाण्डेय) को सी० एस० आर० नई दिल्ली; को आथिक सहायता 


प्राप्त होमे के लिये आभार व्यक्त किया जाता है । 


निर्देश 
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gega फेरिक आक्साइड में कतिपय धनायनिक धातु 
ऐम्मीनों के विनिमय की गतिकी 


ब्रज भूषण 
रसायन विभाग, agi zara यूनिर्वासटी, रोहतक 


[ प्राप्त--सितम्बर ।6, 982 | 


सारांश 
में ८४४०, Nit, Zn? तथा ८4११ के ऐम्मीन संकरों के विनियम 
Ñ (i) विनिमायक आयनों की वाह्य सान्ता (४) विनिमायक 
कणों के आकार तथा (iii) धातु-ऐम्मीन संकर आयनों के त्रिविमि-रासायनिक गुणधर्म का प्रभाव देखा 


गया । यह देखा गया कि यदि विनिमायक कणों का औसत आकार एक-सा रहे तो आंशिक साम्यावस्था 
-साथ तब तक बढ़ती जाती है जब तक कि वह साद्द्रता 


से स्वतंत्र नहीं हो जाती । किसी एक निश्चित सारता के लिए F में वृद्धि होती जाती है यदि विनिमायक 
कणों का औसत आकार घटता है । यह मानते हुए कि F विनिमायक आयनों के fafan piani पर 


आश्रित है, F का जो हासमान क्रम देखा जाता है वह इस प्रकार हैः 
+2 NINH) 


aaga फेरिक आक्साइड 
की गति का अध्ययन किया गया और उस पर 


F विनिमायक आयन की वाह्य साग्द्रता के साथ 


Zn(NH;) > Cd(NHs)s > Cu(NHs)s 
Abstract 


hydrous ferric oxide. 


c metal-ammines in 
University, Rohtak. 


Kinetics of exchange of certain cationi 
Maharshi Dayanand 


By Brij Bhushan, Departmet of Chemistry, 
na, Mèt, Zn2+ and Cd*+ ions in 
on (i) external - concentration of | pe 
rticle and (iii) stereochemical = 
found that the í 
the fractional attainme 


Kinetics of exchange of ammine complexes of Ci 


a मठ oxide has been studied as dependent 
माया तीही ions; (ii) size of the exchanger pa 
Size of = the metal ammine complex ton 
equilibrium, लत, particles remaining the 
rium, कण? increases with the external ¢ 


O --... ३ 
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until it becomes independent of concentration. For any specified concentr 
increases as the average size of the exchanger particles decreases, Lasty, 
the dependence of ‘F’ on steric properties of the exchanging ions, the obser 
in decreasing order of ‘F’ is 


Zn(NH t> CANH)? > Cu(NHg).°* > Ni(NH,) 2+ 


atio n, P 
Considering 
ved patte In 


कार तथा भूषण?) ने यह प्रदर्शित कियो है कि कतिपय द्विसंयोजी धातु ऐम्मीन संकर आयनों š 


प्रति विनिमायक पदार्थ की वरीयता इन आयनों के आकार / आयनी विभव के साथ सम्बन्धित की जा 
सकती है | यह देखने के लिये कि विनिमयशील आयनों के त्रिविमीय अभिलक्षणों से दर प्रक्रम कहाँ तक 
प्रभावित होता है तथा यह स्पष्ट करने के कि लिये समग्र विनिमय पर विनिसयशील आयनों तथा विनि- 
मायक पदार्थों की क्या भूमिका है विनिमय अभिक्रियाओं की गतिकी का अध्ययन किया गया | 


विनिमय अभिक्रिया की दर का अध्ययन निम्नलिखित के अधीन मानकर किया गया-- 


(l) विनिमयशील आयन को वाह्य azar 
(2) विनिमायक कणों का आकार 
(3) धातुऐम्मीन संकर त्रिविम रासायनिक गुण धर्म 


प्रयोगात्मक 


सामग्री तथा विधियां : प्रयुक्त समस्त रसायन वैश्लेषिक कोटि के थे । सारे प्रयोग में दुबारा 
आसुत जल का प्रयोग किया गया । 


हाइडूस फेरिक आक्साइड की तैयारी : इस पदार्थ को वोगल की विधि से तैयार किया गया 
तथा धुले अवक्षेप को 5545C पर सुखाया गया | इस नमूने के जलीय निलम्बन को जब पी-एच मीटरी 
विधि से अनुमापित क्रिया गया!श तो व्युत्क्रम आयन-विनिमय पैटर्न देखा गया । 


वितिमायक पदाथों के औसत कण व्यास का निर्धारण : grega फेरिक आवसाइड का falas 
औसत आकार प्राप्त करने के लिए उसे पीसा गया और फिर मानक चलनियों से छाना गया । कणों 


को गोलाकार मानते हुए नमुना के कणों का व्यास प्रोफाइल प्रोजेक्टर निकन 6८ माडेल (जापान) हारा 
मापा गया । 


al 
धातु संकरों की तैयारी : धातुओं के ऐम्मीत संकर तैयार करने के लिए जल विलेय धातु लवणी. 

उपयुक्त मात्राएं जलीय अमोनिया में, जिसमें अमोनियम क्लोराइड था ([बफर] : [धातु leg 0) i 

गई । पी-एच मापन एलिको पी-एच मापी के द्वारा बेकमान के काँच इलेक्ट्रोडों के समन्वयन में किया गया 


अभिक्रिया मिश्रणों में पी-एच समंजन के लिये या तो (l : 4) अमोनिया या (l : 4) सतपि 
का प्रयोग किया गया | 


š सार z श्व 
विधि : ज्ञात सान्द्रता वाले संग्रह विलयन में से 25 मिली० विलयन पिपेट से निकाल T अवधि 
कार्‌ पलिष में डाला गया जिसों 250 मिग्रा० विनिमायक पदार्थ था। फिर पलिघ को निश्‍चित 
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हिलाया गया, विलयन का अपकेन्द्रण किया गया और छनित विलयन की उपयुक्त मात्रा के अनु- 


विनिमयशील आयन की मात्रा ज्ञात की गई । इस प्रकार प्रारम्भिक सान्द्रता 


LO E 


Z= XCHANGING | ONS 


©? Zn(NH3)a , O° cd(NH3)4 3 


+ 
z 3 M A» Cu(NH3)q 3 Vo Ni(NHag >? 
EXT CONCN: O JOM 


° O 20 30 60 
TIME IN MTS ———> 


PLOTS OF F Vs. t IN HYDROUS FERRIC OXIDE | 

(PARTICLE RADIUS ! 625x\0 CMS ) 3 

इसी तरह के अनेक निर्धारण विभिन्न अवधियों के लिए सम्पन्न किये गये जब तक कि साम्यावस्था l 

आप्त नहीं हो गई । 
किसी अवधि / पर साम्यावस्था की आंशिक उपलब्धि 7 को निम्न प्रकार परिगणित किया 


गया : 


अवधि z पर अधिशोषित घातु आयन कॉ मानी __ की मात्रा 
साम्यावस्था पर अधिशोषित घातु आयन की कुल मात्रा 


योग से प्राप्त F मानों के संगत Be मात राइचेतबर्ग सारणी“ से ज्ञात किये गये । 
), तथा 57 के ज्ञात मानों से विसरण गुणांक 


(सेकंड), r (विनिमायक कण की विज्या सेमी० > 
Hig तक) के मान निम्नलिखित सम्बत्ध की सहायता से ज्ञात किये गये । 
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„2 
a Di= Bt x ë fat 


f ae 
ताप : समस्त प्रयोग 25-+5°C पर सम्पन्न हुए । 
परिणाम तथा विवेचना 
प्राप्त परिणाम सारणी | तथा 2 में दिये गये हैं और उनसे लेखाचित्र अंकित किये गये हैं । इनसे 
निम्नलिखित तथ्य प्राप्त होते हैं । 
(अ) समग्र विनिमय दो स्पष्ट प्रावस्थाओं में घटित होता है-प्रारम्भिक अवस्था में यह तीन 
रहता हे और साम्यावस्था प्राप्त होने तक मन्द होता जाता है । 


(आ) यदि विनिमायक कणों का औसत आकार एक सा वना रहे तो साम्यावस्था की आंशिक 
लब्धि F विनिमयशील आयन की वाह्य सान्द्रता के साथ तव तक बढ़ती जाती है जब तक यह साद्धता 
से स्वतन्त्र नहीं हो जाती (20.05 M) | 


(इ) किसी निदिष्ट वाह्य सान्द्रता पर F तब तक बढ़ती जाती है जब तक विनिमायक कणों का 
आसत आकार घटता जाता है । 


(ई) विभिन्न ऐम्मीन संकरों की दर उनके ह्लासमान क्रम के अनुसार 


Zn (ऐम्मीन) > Cd (ऐम्मीन) > Cu (ऐम्मीन), > Ni (ऐम्मीन) 


जब हम विनिमय दर की आश्रिताओं (अ-इ) पर प्रचलित विचारधाराओं!* के अनुसार दृष्टिपात 
करते हैं तो प्रतीत होता है कि विनिमय दर विसरण क्रियाविधि द्वारा नियन्त्रित होती है । प्रारम्मिक 
अवस्था जो कि तीव्र प्रक्रम है, फिल्म विसरण प्रक्रम द्वारा और बाद की अवस्था का मन्द प्रक्रम i. 
विसरण क्रियाविधि द्वारा तियन्त्रित होता है। इनके लिए विसरण गुणांक (Di) के मान प्राप्त करने * 
लिए Br के विपक्ष ! के आलेख खींचे गये (चित्र | ) । रैखिक आचरण से कुछ-कुछ विचलन पाया mi 


विभिन्न संकर ऐम्मीनों की विसरण नियन्त्रित विनिमय दरों (ई) की व्याख्या संकरों के बढ़ते & 


आयनी आवेश) _ y कि F 
आयनी विभव ( $= sas j के प्रकाश में प्रस्तुत की जा सकती है । यह जानते 8 m 
IT के अन्तगर्त 


गए सभी संकर आयन द्विधनात्मक हैं और यह स्मरण रखते हुये कि विनिमय अन्योन्य क्रिय a àl 
. त्रि A ~~ q 
लिविम संमिति बनी रहती है, व्रिनिमयशील आयनों के आकार-प्रकार की महत्ता स्पष्ट हो जी Š 
š 
लेखक ते”! अन्यत्र यह प्रदर्शित किया है कि आयती आकार का अनुमित क्रम इस प्रकार amt 


Zn(NH,),**+ < CANH) <Cu(NH;),*+ <Ni(NHs)0** 
फलतः % के मान इसके उल्टे क्रम में होंगे अर्थात्‌ 
Zn(NH,),+*> CANH) + > CNH," > NINH) 
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` SA 


ata दर तथा विसरण गुणांक 
इस क्रम से मेल खाते हैं | 


>: 


के ऐसे ही प्राप्त होने की आशा की जाती है । प्रेक्षित F तथा Di मान 


सारणी I 


विनिमय की दर की विनिमायक आयनों की वाह्य सान्द्रता तथा 
विनिमायक कण के आकार पर निर्भरता 


कुल आयतन=25 मिली 
विनिमायक आयन =Zn(NH3)4'* 


pH=8.5 


eee 


साम्य की आंशिक प्राप्ति (7) 


(r) कण ल्िज्या=।6.25% ।0-* सेमी ० | r==8.5X ल्ह 625 सेमी० 

Loom oom 0७0१ M 002M 0.05M _ 0.00 0.l0 M 

0.l5 0.22 0.25 0.29 0.3] 

0.20 0.28 0.36 0.39 0.5! 

0.30 0.38 0.45 0.47 0.58 

0.35 0.52 0.60 0.62 0.72 

0.46 0.66 0.75 0.76 0.82 

0.52 0.75 0.83 0.83 0.94 

0.63 0.78 0.86 0.87 0.98 

0.74 0.80 0.94 0.94 .00 

0.86 0.96 ].00 ].00 7:00 

0.99 ].00 ].00 ].00 = 
SURE n 00 [.00 ].00 .00 = x 
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सारणी 2 


विनिमय की दर की विनिमायक आयनों की fafaa 
लक्षणों पर निर्भरता 
विनिमायक आयन al qigar=0.0 M 
pH=8.5 
कुल आयन 325 मिली 


कण तिज्या=6.25 x 0-4 सेमी ० 


री o की आंशिक प्राप्ति” 


समय Zn(NH,),¢+ Cd(NH;),*+ RE CN ME NINH s+ | 
30 सेकंड 0.29 0.24 0:29 0.l8 
] मिनट 0.39 0.27 0.25 0.22 
Das 0.47 0.38 0.36 0.29 
SER 0.62 0.58 0.5] 0.42 
LOT, 0.76 0.68 0.67 0.56 
20 न. 0.83 0.80 0.78 *0.70 | 
30. = 0.87 0.85 0.8! 0.79 x 
CORES 0.94 0.93 0.90 0.90 | 
OEE ,00 0.99 0.98 0.97 | 
jn, o Len Ti .00 | | 


DD Sigh — __ ख _—_ —— I09 सेमी०/ a = — ८ | 
सेकण्ड | 
0.775 शा 0085 . 0 0.086 0.064 a 
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चर प्रचूषणसथ सपाट पट्टिका के ऊपर अस्थायी 
शयान असंपीड्य तरल का प्रवाह 


नवल किशोर तथा आर० To तिवारी ' 
गणित विभाग, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी-5 


[प्राप्त--अक्टूबर 2l, 98] ] 


सारांश 


डय द्रव का प्रवाह चर दूषण वाली सपाट पट्टिका के ऊपर 
चातांकी रूप से बदलता है । वेग तथा उपरिस्तर घर्षण 
fq का प्रयोग करते हुये व्यंजक प्राप्त किये गये हैं । वेग 


प्रस्तुत प्रपत्र में अस्थायी, शयान, असंपी 
š होकर afra है जहाँ चूषण वेग समय के साथ 
के लिए परिसीमा स्तर में लाप्लास रूपान्तर प्रवि 
परिच्छेदिका का आलेखचित्र खींचा गया है । 


Abstract 


fluid over a flat plate with variable 
Department of Mathematics, Banaras 


Flow of unsteady viscous incompressible 
suction. By Newal Kishore and R. A. Tiwari, 
Hindu University, Varanasi-5. 

The present paper deals with the flow of unsteady viscous, incompressible 
fluid over a flat plate with variable suction, when the suction velocity varies exponen- 


tially with time. Expressions for the velocity and skin friction in the the boundary 
e transform technique in 8 non-dimensional 


layer have been obtained by La lac < की ; 
form. The velocity profile me ne plotted graphically. Tis a ollowed re f 
comparative discussion of the effect of suction parameter on the velocity and skin j 
friction. It is interesting to note that the boundary layer contracts with the 
increase in suction velocity and there is no 


backflow near the wall. | 
l. प्रस्तावना | 


पुरोहित तथा गोयल! ने चूषणमथ सपाट पट्टिका से होकर अस्थायी प्रवाह का अध्ययन किया ae 
: लायमात प्रवाह की कुछ विशेषताओं हट 


है | eal] ने समान चूषण वाली अनन्त सपाट पट्टिका के ऊपर दो 
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का अध्ययन किया है। पाण्डेया/अ ने समान तथा चर चूषणों वाली अनन्त सपाट पट्टिका 


पे ` 
पटलीय परिसीमा स्तर घातीय प्रवाह का अध्ययन किया हे । होकर 


हमने वेग परिच्छेदिका तथा उपरिस्तर घर्षण के लिये व्यंजक प्राप्त किये Š | वेग प 
के लिए लेखाचित्र खींचा गया है । हमने अपने परिणामों की तुलना पुरोहित तथा गोयलाभ 
तथा पाडेण्य 2 के परिणामों से की है । 


रिच्छेदिका 
/ स्टुअर्ट 


4 to 


00 


40 


30 


L] 


FIG ! VELOCITY u AGAINST m 
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2, तिर्मेय का सुत्रीकरण 


माता कि चर चूषण वेग का रूप 


(2) 


y' =v (lp EAC)t>0 के लिये 
s जहाँ ४ एक ऋणात्मक अचर है, 4 वास्तविक धनात्मक अचर है तथा € एक लघु मात्रा है जिससे कि 

al "I d 
q 


eA<l. 
गति तथा सातत्य के सम्बन्धित समीकरण निम्न होंगे 


a pt yl ye (०.2) 
ər Tu ax T ay Jx J 
i q au’ १ (2.3) 
| ox ० 


DRA i Bey ae 
raz तथा लम्ब दिशा में मापे जाते हैं । यदि हम मान ल. कि सम 


निर्देशांक क्रमशः पट्टिका के सम 
: 2.2) तथा (2.3) निम्नवत्‌ हा जाते हैं 


भौतिक संख्याएँ x से स्वतन्व हैं तो समीकरण ( 


i ciui 2.4) 
eu’ , ou u ) ( 
क्र +V ay =V, (७ 
i (2.4) 
Ds 
ay 
समीकरण (2.4) में समीकरण (2- ) से » का मान रखने पर 
(2:6) 
2 ou 22, Na y2 
वाकी U) ee 
परिसीमा प्रतिबन्ध इस प्रकार है 
(2.7) 
u'(o, th=o तथा ulo, t)=Us 
तथा प्रारम्भिक अवस्था 
: (2.8) 


u'(y, 0) =U al ४9 (990) 


अ-दिशीय माल्लाओं का समावेश 
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2 3 
== UY 
FIG.2 VELOCITY u AGAINST ग 


समीकरण (2.5) तथा (2.8) का समरूप 


l+eAcer) = ea = 
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u(o, 7)55०; u(oo, 7)=l 


| धित होता है | 
| „ fa का हल 
समीकरण (2.9) रैखिक आंशिक अवकल समीकरण है जिसके गुणांक अचर हैं । हम इसका हल 
ताप्लास रूपान्तर विधि से प्राप्त करेंगे । 
u(y . 7) के लाप्लास रूपान्तर को 


ao 
u | = Í ned 
0 


E r aa š 
के रूप में परिभाषित किया जाता < और समीकरण (2.9) को 


9 Us गप AU) _ कशा (3.l) 


en? 
के रूप में रूपान्तरित किया जाता ह्‌ | 
यदि ५; आवतं ० के साथ आवर्ती हो तो हम 


7-७) s 


लिख सकते हैं और समीकरण (3.) सरल होकर 2. 
Pus (+64) is suç =e — l 2 CE : 
on? नागू चा 6 प्र & 


7) Š 
क अवकल समीकरण है अतः इसका हल निम्न प्रकार a 


| | बनजाता है जो स्थिर गुणांक वाले एक रैखि 
भाताहै 

| ee se NIG Ire); | MCa exp 
|- (te) x (a \+s | n+ ls =F ज्ज 
2 P - 


` प्वन्धित परिसीमा प्रतिबन्ध निम्नवत्‌ है 
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समाकलन के स्थिरांक का मान परिसीमा प्रतिबन्धों (3.4) की सहायता से निकालने पर 


= 2 
m=i ays enea e (CEA )+s 


Hee -n JU eA) ) 
fi NI2(l+ EA) 7 SE! 
ता क 4 U 2 (3.3) 


समीकरण (3.5) का लाप्लास व्युत्क्रम रूपान्तर 


८९९९4१7 _.. ] 2 eTe, [e TEA) है 


वचे 


erfc (= — (Ë || 4-I/2 e-n0+eA/9) e-(e Ayr, 


[e <A) s: CaA ) is 


ct af (a 0१७) e 


६-7 -- के लिए समीकरण (3.5) निम्न प्रकार हो जाता है 


u.= ipa —l/s en s l -ys 
F s—l cele 
. तथा इसका व्युत्क्रम रूपान्तर इस प्रकार है 
u=] -- ९(7-7) Ferfe ( ) F l/2e7[e". 
erfel —+ vz) e™.erfe ( Vv ) 
भित्ति के उपरिस्तर घर्षण को (3.9) द्वारा व्यक्त किया जाता है 
au! 
705७ (८ ) Y= 


=p] U. A 


an 
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समीकरण (3.8 ) तथा (3.9) से हमें प्राप्त होता है कि 
r =p|vi|U ० (४7 +49(4,4;7)) (3.0) 


जहाँ 
2 se 
erfex ai edt = I /2e-**h(3,43*) 


तथा 
+l e 
dldx(a,c,x)= eo y(al,r+ Lx) 
स्थर प्रचूषण e=0 के लिये समीकरण (3.5 ) रूप 
=) 


FNS = Fr, 


i है ज्यों पुरो 0 द्वारा प्राप्त परिणाम है । 
में समानीत हो जाता हैं ऊ पुरोहित तथा गोयल E 


4. निष्कर्ष A 
दिकाओं के सही सही मानों लेख प्रदशित करते हैं जो भित्ति से 

वेग परिच्छेदिकाओं के सही सही मानो का भा 
चित्र | तथा 2 वेग परिच्छे ë गये हैं जण गा 


अ-विमीय दूरी वे = क्रमशः ८-<0. तथा 0.5 के लिये खींचे a 
a ५ की मानों के लिये 4 में वृद्धि के साथ साथ h pes ë! हा TA 
द्वारा प्राप्त परिणाम से मेल नहीं खाता । चित्र से यह भी स्पष्ट है कि Bes के e oy 
होता है । ८६०० के लिए वेग परिच्छेदिका का हमारा AAT पुरोहित x a a |. 

में समानीत हो जाता है! भित्ति के निकट पश्च प्रवाह न॑ होना स्टुबट 7 


5. सम्प्रयोग f; an 

शायद ही कोई ऐसी तरल प्रवाह समस्या हो जिसमें परिसीमा स्तर a ae 
घर्षण का समावेश न होता हो । अनेक परिसीमाओं के सक्षम परिकल्पन में हमारा मूल FR 
की प्रवत्ति को घटाना और इस तरह से प्रतिरोध को पर्याप्त रूप से घटाना होता क 
बचने की प्रभावशाली विधि है परिसीमा स्तर नियन्त्रण । इसे भित्ति के निकट ₹ eo pi 
हटा कर सम्पन्न किया जा सकता है । यदि स्थिर चूषण की अपेक्षा चर चूषण हो तो 


i 
मन्द गति से चलने वाला तरल अधिक अच्छी तरह हटाया जा सकता है 


निदेश ane 
: i. 975 SUS 
l ` पुरोहित जी० एन० तथा गोयल, एम० alo; Proc. Indian Acad. Sci. ) 9 
25-29. 
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फलनों के सन्निकटीकरण में त्रुटि सीमाएं 
के० कुरेशी 


शासकीय स्नातकोत्तर महाविद्यालय, नर्रासहपुर (Ro So) 


[ प्राप्त--जून 23, 98 ] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में हम निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध करेगे — 


प्रमेष : 


न हो और 0<०< के लिए वर्ग Lip (८,2) से सम्बन्धित हो 


यदि f(x) एक आवर्ती फल 4 
द तरह परिभाषित हो तथा याद 


तथा यदि अनुक्रम {pp} (।.5) की 


Ig P(n) 
( |. weet dy) = (aaa) 
ah 


॥ 7; =s) 


Abstract 


i shi, Government 
Error bounds in the approximation of functions. By K. Qureshi, i 


P. G. College, Narsinghpur (M. P.). 
In the present paper we prove the theorem : 
; S 
Theorem : If f(x) is a periodic function a ee i 
0<a<i and if the sequence {pn} is defined as n U+ 
P(n) ) 


l 
n" POY! 2, 0 (amis 
A 04-00 ` 


to the class Lip (a; p) for | 


yf 


eae 
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368 के० कुरेशी 
I. माना कि 

Zo 4 2 (a, cos nx+bp sin nx 

7 Ze ( n br ) (L. 
तथा 

2 (bn cos nx—an sin nx) (L2) 


द्वारा क्रमश: 27 आवर्ती तथा लेबेस्क समाकलनीय फलन f(x) की फूरियर श्रेणी तया संयुग्मी श्रोणी को 
व्यक्त किया जाता है । 


संयुग्मी श्रेणी का संगत योग फलन इस प्रकार है 
है (5 
HO | [/f(x+t)— f(x—t)] cot t/2 dt (4.3) 


जो प्रायः सवंत्र विद्यमान रहता है | ऐसी समस्त श्रेणियों या फलनों के वर्ग को P द्वारा अंकित किया 
जाता है। जिस बिन्दु x के लिए f(x) का सान्त निश्चित मान होता है उसे 7 नियमित कहा जाता 
है यदि 
४(४)-0(४) तथा f(x) विद्यमान हो तथा सान्त हो जहाँ 
W(t)=f(x+t)—J(x—iI). (L.4) 
माना कि (p,} एक ऐसा अ-तृण तथा अ-बद्धंमान अनुक्रम हो कि. 


Pr=P)=Pot+Pit Pot ... J-p,— ०० ज्यों-ज्यों n— co. (2.5) 


I 


~ n a 
= P, 2 Pn-k ४६-२७ ज्यो-ज्यो 7->%, 


O तो हम कहते हैं कि अनुक्रम {5} जो श्रेणी ([.2) के आंशिक योगफलों का अनुक्रम है ४ कै 
A (N, p,) समाकलतीय ë । 
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| दरार व्यक्त करते हैं जहाँ n कोटि का 7,(x) त्रिकोणमितीय बहुपद है । 
हम कहते है कि f(x) € Lip (a, q) क्योंकि a<x<b 
f Í Iseta- ॥ dx}! <A Ie, Ode, 


2, साहनी तथा राव] ने निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध किया है : 


प्रमेय 4 l 
यदि f(x) आवर्ती हो और वर्ग Lip (a, p) ०<०<< से सम्बद्ध हो तथा {77} को 


भाँति परिभाषित किया जाय और यदि 
(| Rs =) =) 


(.5) की 


| RAY 
तो 
If -Nallp=0 (z) 


हमने निम्नलिखित प्रमेय!) सिद्ध की है । 


प्रमेय B 


27 आवतं वाले एक आवर्ती फलन / तथा f के SS T 
सम्बन्धित सन्निकट की कोटि को निम्न द्वारा अंकित किया जाता है 


लुण्ड माध्यों द्वारा Lipa वर्ग से 


~ I 2 Pk 
E L fe, P09 |=0 (pe 2 war) 


प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध करना ë | 


प्रमेय C 


axl के लिए वर्गे Lip (०, p) से सम्बन्धित हो तश 


यदि आवर्ती फलन हो और 0< 
Cs किया जाय तथा यदि 


दि अनुक्रम {py} को (l.5) को तरह परिमाषित 


Í i (PO ay) =0 (ana) ° 


i yqar® qeq 
S~ ] 
M-F llp=0 (sea) 
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इस प्रमेय को सिद्ध करने के लिए हमें निम्नलिखित प्रमेयिकाओं की आवश्यकता होगी | 


प्रभेयिका I 
(प्रमेयिका 5.]) मैकफोडन 2) 


यदि {pa} अनृण तथा अ-वर्धमान हो तो 0<a <b<co; 0<<7 तथा किसी n š लिए 


| z pk i-bi | SP(t) किसी a के लिए 
k=a 


प्रमेधिका 2 
(प्रमेयिका 5.40 मैकफाडेन!9]) 


यदि [0, z] पर f(x) € Lip (a, p) तो Y(t) का भी सम्बन्ध [0, z] पर Lip (a, p) से होता 


है। 

प्रमेयिका 3 | a 
(प्रमेयिका 3 हिले तथा टमाकिन 7) 
यदि x= E (Ë, f) तो a 


lin 
tim |” NG) ४0) d= OC), 


N,()=(4z Py sin ॥2)- [टि 3 pp eikt- etti, 
k=0 


n 5 
X pk e —ikt ) 
k=0 x 


 (धमेयिका , साहनी तथा गोयल!) 
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के सन्निमटींकरण में afe सीमांएं 37 


| aa की उपपत्ति 


हिले तथा टमक्रिन (eq. 4, ।3) का अनुसरण करते हुए हम 


x < E(L,f) केलिए 
ti [f(x my SO) = Tim ji y(t) N, (t) dt 
= m [YONO dif KO NO at 
e—>0 € iin 
लि । अतः प्रमेयिका 3 का उपयोग करने पर 


scfm pr FO=0+] HON 4: 


चूंकि 
(2 (Ar Py sin ॥2) Z pk cos [४- (रडे) t), | 
मतः हमें | 
y z i (7 2. t] dt |] 
tn tfe» pol = JG) = Oe |== | न 2 cos [k—(n-+4) t] | ; 


प्राप्त होता Š । होल्डर असमिका तथा प्रमेयिका 2 के द्वारा 
- RET upya 
Os i 


| | ‘i [2 pp ९०५॥- (प) १ } uq 


| 
=0 l 0((7१)) Í | (Fer ) | | देखे x 


=o] 0((n8)) 0 f eee को] : : 


Leg (° (taal 
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Eo 
= 
ats =] जिससे कि i<p<o. 


` टिप्पणी : प्रमेयिका 4 की सहायता से तथा poco लेने पर यह देखा जा सकता है कि हमारी 


प्रमेय में प्रमेय 9 सम्मिलित है क्योंकि O<a<l. 


= 


5 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक Sto पी० एल० शर्मा, प्रोफेसर, गणित तथा सांख्यिकी विभाग, सागर विश्वविद्यालय को 
इस प्रपत्र को तैयारी में मार्ग दर्शन के लिए धन्यवाद देता है। ' 
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Vi 


स्थिर बिन्दु प्रतिचित्रणों के सम्बन्ध में 


i 
Uo Fo QUA तथा पी० एल० शर्मा 
शासकीय स्नातकोत्तर महाविद्यालय, बेतुल (Ao Wo) 
i É 
| सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्न में फिशर की प्रमेयों के तरह की कूछ स्थिर बिन्दु प्रमेयो को स्वत: प्रतिचित्रण के लिये 
सिद्ध किया गया हे । 


Abstract 


On fixed point mappings. By A. K. Yuel and P. L. Sharma, Government Post- 


graduate College, Betul (M. P.). 


point theorms close in spirits to 


j ५ ç 
In this present paper we prove some fixed 
X satisfying the rational expression 


|, | theorems of Fisher’s [I], [2] for self-mapping f of 
I as introduced by Dass and Gupta [3] and then, due to Pachpatte [4]. SSS 


प्रमेय I. 


यदि S सतत प्रतिचित्रण हो और 7 स्वयं में पूर्ण दूरीक समष्टि (X,d) का प्रतिचित्रण हो जिससे 


परिसेय असमिका (rational inequality). 


SY TSU EdT] + ga(x,Sy), u) 


d(Sx, TSE पक) 


की तुष्टि £ में समस्त x,y के लिये हो जहाँ 


atb < समेत o, ४, € 0). 


तब S तथा TH अद्वितीय उमयतिष्ठ स्थिर बिन्दु पाया जाता ची | 


AP l4 
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उपपत्ति : 
माना कि XH कोई काल्पनिक बिन्दु x है तो (l) के द्वारा 


Tx TST rx) < CP MST) + d(T(STY"4x,(ST)n 
gSTTST Dee AST Sry को 


+Ba(T(ST)"*x,(ST)"x), 


<(B/l—a)d(T(ST)"*x,(ST)"x), 


अतः 
<qd(T(ST)"-*x,(ST)"x, 
जहाँ 
q=f/l—a<l. 
इसी प्रकार 


4(7(87)77५,(57)%0 € 4४((७7)९-५७, T(ST)""x), 
अतः यह सिद्ध किया जा सकता है कि 
d((ST)™x, TST) x) 4४-74(7५,७7५), 
) तथा 
A(T(ST) Ix, (ST)x)<q™2d(Tx,STX). 
TIS], अतः इससे यह निकलता है कि अनुक्रम 
{x,Tx,STx, . . ., (ST)"x, T(ST)"x, . . .} 


` ॐ में कौशी अनुक्रम है । पुनश्च, 2 के पूर्ण दूरीक समष्टि होने से यह अनुक्रम X से सीमा 2 में अभिसरण 
करता है | इस प्रकार 


li ae Tyix= 
s: Am (SU) ix, jim T(ST)"x=2 
दिया हुआ 5 संतत है भतः 


Jim S[ TS( Tx] =SZ=—2Z. 


2)<a d(z,T2), 


Ly, 
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afr ८< अंत: Tz=z, इसलिये 2 उभयनिष्ठ स्थिर बिन्दु है S तथा T का । अब मानें कि w एक 
om उभयनिष्ठ विन्दु है S तथा T का जहाँ X में wz), तो 
D(z,w)=4(Sz,TSw) 


d(Sw,TSw){]+4(z,Sz)] L oe . 
a l+ d(z,Sw) LB d(z,Sw)<B d(z,w) 


अतएव विरोध से z=w । अत: 2 अद्वितीय उभयनिष्ठ स्थिर बिन्दु है 5 तथा 7 का । इस प्रकार उपपत्ति 


पूरी हुई । 
जब S=T, तो हमें निम्तांकित उपप्रमेय प्राप्त होता है | 
उपप्रमेय (l) 


यदि T एक संतत प्रतिचिवण हो स्वथं में पूर्ण दुरीक समष्टि का जिससे परिमेय असमिका 


d(Ty, Toil d(x, Tx) x, Ty), (2) 
d(Tx,T?y)<a (Ty I CT) + B d(x,Ty) 


| 
| 
| 
g 
$ 


की तुष्टि X के समस्त 3,),०+85 l समेत ०,१०(0,।) के लिये होता Zl 


तब 7 में अद्वितीय स्थिर बिन्दु होता है। 


टिपप्णी 


oT ST 


परिणाम प्राप्त होता है। 


(अ) जब a=o, तो हमें फिशर का प a 
में $ संतत है और तब S=T <€ 


Sava को तोड दें कि प्रमेय (!) 


व) यदि हम इस प्ररि प को म सें उमे x 
a a I ears से देखेंगे कि तब भी (7९५99 में कौशी अनुक्रम है और यदि अतुः | 
अभिसरण करने दिया जाय, मान लो 2672 तो (2,72) >0- 
तो 
d(z,Tz)<d(Tz, Tx) +-d(TzT"x) | 
T J) (sy ET + B d(z > TA), : oe 
(7) दय य की हीतरह | 
_7 और तब प्रमेय I ISES 
यदि noo, होने दिया जाय तो d(z,Tz) <0, ISA विरोध से Tz=z À : 
» है प्रमेय सिद्ध की । - 


भद्वितीयता प्राप्त होती है । इस तरह हमने निम्नलिखित > 
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yaa 2 


यदि 7 एक पूर्ण दूरीक समष्टि X का प्रतिचित्रण हो जो समस्त »,» के लिये परिमेय असमिका 

š < S f ` ~ ण 

की X में तुष्टि करता हो जहाँ ०+! समेत ०,३८(0,।) तो, T में अद्वितीय स्थिर विर 
जाता है | 


(2) 

Š पाया 
अब हम ऐसा प्रमेय सिद्ध करेंगे जो प्रमेय () का सार्वीकरण हो । 

प्रमेय 3 


माना कि S तथा 7 प्रतिचित्रण हैं स्वयं में पूर्ण दूरीक समष्टि X के जिसमें S अथवा 7 संतत 
होता है जिससे असमिका 


d(Sy,TSy)[| + d(x,Sx)] 
l+ d(x,Sy) 2 i 


d(Sx,TSy) <q max {a(x,5), 


d(x, TSY +d(x,Sx)+d(Sy.Sx)] 

i वळ) j o 
की तुष्टि X में समस्त xy के लिये होती है aeto<q<l. तब San T में उभयनिष्ठ स्थिर विळु 
होता हे । 
उपपत्ति 


माना कि > X में कोई काल्पनिक बिन्दु है । तो 
d((ST)"x, T(ST)"x) <q max {d(T(ST)"4x,(ST)"x); 


AST), TST)" x [L +d(T(ST)"-x,(ST)"x)] 
] ao CICA Tyr ox (S7 x) 


॥2 CGD TST) FA(T(ST) (ST) x) + a((ST) Px, (ST) 5D) 
I -d(T(ST)™2 x,(ST)"x) 


Sq max {d(T(ST)"x,(ST)"x);d((ST)" x,T(ST)"x); 
LAATST) =x, (STJ) + d((ST)"x,T(ST)"x)]}, 
SIA TST) x, (५४)४-7.0, क्योंकि <]. 
2 d(T(ST)"x,(ST)"x)<qd((ST)""4x,T(ST)"x). 
र इससे यह निकलता है कि 
#((570%, TST) x) <१४० ्व(7८,५79), 
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स्थिर बिन्दु प्रतिचित्रणों के सम्बन्ध में 377 


qam d(T(ST)""x(ST)"x)<g2"-*d(Tx,ST2). 


{x,Tx,STX, . . » (ST)"x,T(ST)"x, . . :) 
पूर्ण दूरीक समष्टि X में कौशी अनुक्रम है । अतः X में उसका सीमा बिन्दु z है। इस प्रकार 
a 


lim (STix= lim T(ST)"x=z 


n— n— = 
दशा (I) 
अब मान लो कि S संतत है तो 


lim S[T(ST)"x]=Sz=2 


n— 
अतः 2 स्थिर बिन्दु है S का । अपरंच 
d(z,Tz)=4d(Sz, TSz), 


पर विचार करें 


ç d(Sz,TSz)[| + al +d(z,S2)] : 
q(z,Tz)<q max (8७७०) Ta d(@,S2) = 


d(z,TS2){\ + (2292) L (02-02) <ga(z,T2) 
त --4(2,.$2) 


4/2 
Tf q<l, अतः Tz=z | इस प्रकार 2 उभयनिष्ठ स्थिर बिन्दु है S तथा 7 का । 
दशा (ID) 
अब ऐसी दशा लें जब T संतत हो, तो 


lim ४000००४7८४, 


॥-> 


= कि और विचार 
अत: z स्थिर बिन्दु है 7 का । आगे भी यदि हम मात ह 2६32, तो (2,52) >0 
करें कि 


d(z,Sz)<d(, T(ST)"x) +U(S2, T(ST")x); 


<d(x,T(ST)"*) +4 max d(z,(ST)"); 
=S; YAN 4 
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d(ST)"x,T(ST)"x)[ +d(z,Sz)] 
= d(z,(ST)"x) 


5 


2 dz, TST) + d(z,Sz)+ d((ST)"x, Sz)] 
junu ST) 


॥->०० होते पर हमें d(z,Sz)<.0 प्राप्त होता है अतः विरोध से Sz—z अतः पुन: यह निष्कर्ष निः 

है कि 2 उभयनिष्ठ स्थिर बिन्दु है S तथा 7 का । एकरूपता सिद्ध करने के लिये माना कि w 
उभ fi Ta T < ` Pa 
यनिष्ठ स्थिर बिन्दु है S तथा 7 का जहाँ w(s4z)ex, तो me 


d(z,w)=d(Sz,STw)<q max fess S; ST esa] 9 
OW > 


2 4(2, TSW) + d(z,Sz)+d(Sw,Sz) J) 
l+d(z,Sw) Ç 


<44(2,#), जो कि पुनः विरोध है अतः z=w. इस प्रकार उपपत्ति पूरी हुई । 


जब प्रमेय (3) में S=7 हो तो हमें निम्नलिखित उपप्रमेय प्राप्त होता Š | 
उपप्रमेय (3) 
माना कि 7 संतत प्रतिचित्रण है पूर्ण दूरीक समष्टि X का, जिससे यह असमिका 


dle, Ty); DTS (x, Too] . 


d(Tx,T2y)<q max I Td 
+(x, Ty) j 


2 d(x, Ty) +-d(x, Tx)d(Ty, ToN 
] +d(x,Ty) 4 


को 4 में Š 
TST xy के लिये तुष्ट करता है जहाँ o<z<l. तब 7 का अद्वितीय स्थिर FG 


होता है । 
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I धलमय तरल का स्थायी समतल MHD प्रवाह 


जनादन fag तथा एस० एत० fag 
गणित विभाग, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी-5 


[प्राप्त--मार्च 8, 98 3] 


सरांश 


अनुप्रस्थ चुम्बकीय क्षेत्र की उपस्थिति में अनन्त वैद्युत्‌ चालकता से युक्त घूलमय तरल के स्थामी 
समतल प्रवाह का अध्ययन किया गया है । ऐसी दशा में जब धूल कणों का वेग ada तरल के वेग के 
समान्तर रहता है कुछ महत्वपूर्ण परिणाम प्राप्त किये गये Sl समान्तर सरल रेखाओं में प्रवाह तथा 


त्रिज्यीय प्रवाह की भी विवेचना की गई है । 
Abstract 


On steady plane MHD flow of a dusty fluid. By Janardan Singh and S. N. 
Singh, Department of Mathematics, Banaras Hindu University, Varanasi-5. 


Steady plane flow of a dusty fluid with in finite electrical can ae in the 
Presence of transverse magnetic field are studied. Some results of physica impor- 
tance have been deduced for the case where the velocity of dust particles is T 
Where parallel to that of fluid. Lastly, flow in parallel straight lines and radial flow 


are also discussed. 
स्प्रला ने देखा है कि यदि प्रक्षुब्ध गति में तली में से प्रवहमान वायु में घूल मिला _ . 
उसमें प्रतिरोध गुणांक काफी कम हो जाता है | सैफमैन!! ते धूलमय गेस के ne a _ ` 
का विस्तार से अध्ययन किया Š । मिचेल 9, चक्रवती“! तया सिह इत्यादि? ने पुलमय गल ATS 
भमात्तर प्रवाह की खोज की है । > 
प्रस्तुत प्रपत्र में अनुप्रस्थ चुम्बकीय क्षेत्र की उपस्थिति š ane eee a ae 
Te के स्थायी समतल प्रवाह का अध्ययन किया गया है । जब धुल कणों का वेग है हत 
सभान्तर हो, उस दशा में कुछ महत्वपूर्ण परिणाम प्रास किए गये हैं । समाग्तर सरल रेखाअ 
Sl प्रवाह की भी विवेचना की गई È | 
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गति का समीकरण 


चुम्बकीय क्षेत्र की उपस्थिति में अनन्त चालकता वाले असंपीड्य TINT तरल के स्थार्य 

को नियन्त्रित करने वाले गति के मुलभूत समीकरण इस प्रकार हैं ee 
div u=o, 
p (u . grad) u+grad p= ८ Curl Hx HL KN (v—u) 
Curl (ux H)=0, 
div H=o, 
div (N y)=o, 7 
m(v . grad v)= K(u—v). x 


(l) 
(2 
(3) 


जहा H, u, v, p, p, तथा ८ क्रमशः चुम्बकीय क्षेत्र सदिश, तरल का वेग, घूल का वेग, तरल 
= > i 
oe तरल घनत्व तथा चुम्बकीय प्रवेश्यता हैं। # द्वारा धूल के प्रत्येक कण का द्रव्यमान, ॥ द्वारा धुल 
र ro x Š a ; ñ 
कणा का संख्या घनत्व तथा A द्वारा धूल कण का स्टोक्स प्रतिरोध गुणांक प्रदर्शित हुआ है । 


x, = की शा में 
a ( १2) तल पर समतल अनुप्रस्थ प्रवाह की दशा में 7--(०, o, H) तथा éfez=o. ऐसे प्रवाहों 
के लिए समीकरण (2) तथा (3) क्रमशः 


plu grad) u+ V ( p श्रीच्या (v—u) (7) 
div (uH)=o, | @) 


में समानीत हो जाते हैं जहाँ H=| H| 
समीकरण (7) से स्पष्ट है कि बल को कुल दाब 
2 
p= pte 
से ज्ञात किया जाता है । समीकरण (]) तथा (8) से 


H=f (9) 


जहाँ / अदिश फलन है जिससे u. grad =o को तुष्टि होती है । 


जिस परिस्थिति के T थे हैं उन्हे 
परिभाषित किया गया है । लिये तरल तथा धूल sal के ag सभी तरह समास्तर हैं उन्हें निम AT 


(0) 
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जहाँ ५ कोई अदिश हें जिससे 
u. grad ८33० (4) 
ही तुष्टि होती है जिसका अर्थ है कि « तरल की धारा रेखाओं पर स्थिर रहता हे । 
a ° 
माना कि g: 2, y)=const. वक्रो का परिवार धारा रेखाओं को तथा g(x, y)=const: उनके 
ý ~e o ~ 
म्बिक प्रक्षेप पथों को प्रदर्शित करते हैं । प्राकृतिक निर्देशांक पद्धति (७, ५) में g, ($, ४) de तथा 
लारि 


= = LEOUN PN 
3 (%, ४) dh को लम्बाई के सदिश तत्व के अवयवों के रूप मे होने से किसी वक़ पर चाप लम्बाई 
५ g: | 
fi तत्व को निम्न प्रकार प्रदर्शित किया जाता ç | 


ds= g(a 82 (OHA 02) 


š te 
i जहाँ g, तथा 89 मीटरी गुणांक हैं जो aia समीकरण (3) की तुष्टि करते है 
Q 2 
9 L A 230 [= 0020 (3) 
a$ F ap ] ` ० [8,94 


~ 
u 


इस प्राकृतिक निर्देशांक पद्धति में समीकरण (6) 


पा ० E 
e a A +($) aes JED=0: a 


< ` a ~ प्रवाह गे ç 
हो जता है । समीकरण (5) तुरन्त 2४०४3० में समानीत हो जाता हे । इसके प्रयोग से प्रवाह के 
Q 


f निम्नलिखित! णों में समानीत हो जाते हैं । 
नियस्त्रित करने वाले समीकरण निम्नलिखित समीकरणों | | 


a6) 
ad (29) ०७, 
| (7) 
०--०(॥) 
a8) 
S s Na, 
ZE +É = Ky l) SiN 
(9) 
श =o 
9 
(20) 
&ı =g($) 
{ (2!) 
a (l SE || ॐ 3 ; 
धु: ११%) ८) {i=} E 


APIS 


“a 
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तथा 


0 
ap (6:9) (2 


जहाँ 9--|॥| प्रवाह के वेग का परिमाण है । 


प्रमेय J. अनन्त चालक असंपीड्य घूलमय तरल के स्थायी प्रवाह 
सर्वत्र तरल कणों के समान्तर हो तो प्रवाह को fasta प्रवाह या समान्त 
चाहिए 


में यदि धुल कणों का वेग 
र सरल रेखाओं में होना 


उपपत्ति : माना (¢, ४) कोण है जो तरल की धाराओं तथा >-अक्ष के मध्य है। तो 


(20) के अनुसार हम देखते हैं 0 केवल ५ का फलन है। अतः प्रत्येक धारा रेखा y=const. >-भक्ष के 
साथ स्थिर कोण बनाती है जिसमें या तो fasia प्रवाह होता है या समान्तर सरल रेखोय प्रवाह । 


3. सम्भव ज्यामितिक के हल 


A समान्तर सरल रेखाओं में प्रवाह 


हमें ज्ञात है कि g =g] | समीकरण (l6) तथा (l9) से 
2540४) a 


p=p() . wa . 
समीकरण (8) तथा (27) क्रमशः 


ढच्या) Na(j) (26) 


(lI) =(kim) a-*{l—a/N}Nq-2 (27) 


माना कि N एक अचर है या केवल ४ का फलन है तब (27) का अर्थ होगा ०४१ 
रा 
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(ii) : माना कि N फलन है ५ तथा jJ का, तो समीकरण (27) को निम्न प्रकार लिखा जा 
दज्ञा (i 
सकता है 


fo, xt N meee (29) 
ये माकलित करते पर 
ग्रह ध्यान रखते हुये कि ०ऋ#॥, (29) स 


30 
{x It aN= Wim १($)--8*) (30) 
जहाँ ४* यादृच्छिक फलन है 
8) fasta प्रवाह | a 
x art में समतल तिज्यीय प्रवाह की अध्ययन करेंगे । इसके लिये हम AA निर्देश 
i इस अनुः 
| पद्धति (R,0) को चुनते है जिससे कि 


R=ġ=d, 0<d, <% 
समलाम्बिक प्रक्षेप पथ हैं तथा E. . 


ये का वर्ग 
धारा रेखाएँ ë | इस जाल (net) के लिये चाप लम्बाई 2 
452- dR? + Rd, 
द्वारा दिया जाता है तथा tso मीटरी गुणांक 


(32) 
ह(7९९) तथा 89९0) R 3 


में करने पर 
समीकरण (l0), (।8) तथा (9) में (32) का सम्प्रयोग 


33 
Rg=£(0) ( x 
24-87 =KN(a|N—!)4 (34) 
(35) 
ao 
जहाँ ¿(0) एक याइच्छिक फलत है0का। 
(2॥) में (32) का उपयोग करने पर _ — 


N=(K|m) « (N—2) NR RO 
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दशा (i) : N=const. अथवा N=N(0) केवल । इस दशा में (3 6) . at 


(i) (k/m) a °(N—a)N[4(0)] = -- R-2 के लिये 
अथवा 
(ii) ¿(0)=o के लिये प्रयुक्त है | 


स्पष्ट हे कि दशा (i) सम्भव नहीं है क्योंकि वाम पक्ष केवल 6 का फलन है तथा दशा (i 
निकलता है कि 4--० E ee 


प्रमेप 2 


अनन्त चालक असंपीड्य धुलमय तरल के लिए कोई स्थायी समतल त्रिज्यीय प्रवा 


है जिसके लिये धारा रेखाओं पर या कि समग्र प्रवाह स्थिर हो । हा adi 


दशा (ii) : माना 


N=N(R,0 
माबा e 


N(R,0)=F(R)G(0), 
तो समीकरण (35) तथा (3 6) को निम्न रूप में लिखा जा सकता Š | 
Q 


=8(R) CD 


RYN J= RE(R) + Ke-F(R)G(0)E (0) —Kp-2a(0)é(0) e 

समस्त R तथा 0 के लिए समीकरण 
¬! के अनुपात को स्थिर होना चाहिये य 
अनुपात स्थिर होना चाहि 
केवल (प्रमेय 2 से) 


(38) लागू होने के लिये या तो (i) Rg'(R), F(R) तथा 
है या Uhl), /976(0)(8) तथा ‰-८(6)£(6) में से दो का 
| = | SA से दशा (i) सम्भव नहीं है क्योंकि इसका अर्थ होगा कि N फलन है 
अत: दशा (i) के अनुप्रस्थ कल्पना करेंगे कि 


W y w Q aə A.N. कम 


११-0८ RO ८. G 2०0) 


'जिससे 


०(6)-००,०४-7९- (७), G(6)=a,a(6) ©) 


A i नल 
T: N(R, 8) =०,०(९) F(R) जहां 2 ८५, 4५ अचर हैं | 


(39) के प्रयोग के समीकरण (36) का रूप 


(40 


~F(R)/F(R)= (km) LECO [agF(R)— IRE) + Ro 
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हो जाता है जो 
77077) —asF(R))] + + [RFR aa F(R) 


=(k|m) १७३[६(0)] "=a, (4l) 
के प्रदान करता है | इस तरह 


&(0)=(k]/m) a,/a,=const. (42) 
a(0)=pmK~*a,a,a,-*=const. 
N(R,6) =mK-za,a,F(R) 


जहाँ F(R) निम्नलिखित आरैखिक सामान्य अवकल समीकरण का हल है 


"द F=a,RF(I—asF). 
F(R) प्राप्त करने के बाद (39), (42) तथा (38) से a(R) को ज्ञात किया जा सकता हे । 


इस तरह कुल दाब / ज्ञात हो सकता है और फिर (9) से तरल दाब 


RIS 
p=P— 2 


भी ज्ञात हो सकता है । इसी तरह हम 
N(R,8)=F(R)+ GE) 


के लिये भी प्रवाह चरों की गणना कर सकते Š । 
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पृथबकरणीय बानाख अवकाश में अनन्त विभाज्य वितरण 


ए० आर० चौरसिया 
जी० आर० मेडिकल कालेज, ग्वालियर 


[ प्राप्त--अप्रैल 9, 979 | 
सारांश 
में अवकाश में faa TI निरूपण प्राप्त किया 
प्रस्तुत प्रपत्र में पृथवकरणीय बानाख अवकाश मे विभाज्य वितरणों का निरूपण प्रात 


गया है | 
Abstract 


Infinitely divisible distributions in separable Banach space. A. R. Chaurasia, 
G. R. Medical College, Gwalior. 


i infini ivisible distri- 
The aim of this paper is to obtain a representation of infinitely divisible 
butions in a separable Banach space. 


l. प्रस्तावना 


सामान्य मीटरी अवकाशों में अनन्त विभाज्य विंतरणों (अ० वि०) का ka a 
समस्या अभी तक नहीं सुलझी है । लेबी तथा faafaa ने ।962 में रे in ह Me भागे विस्तार 
जिसका विस्तार पार्थसारथी आदि ने तथा gq: वरधन ने किया l लारा दा = K. 
किया । प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य चौरसिया! तथा वरधन के परिणामों को ह ण 
के लिए विस्तीर्ण करना है । अनुभाग 3 में ऐसा किया गया है जबकि अनुभाग 2 में ॐ 


गई हैं । 


2. प्रारम्भिक बातें 


5 ay माना कि U, X के 
माना कि X विभाज्य बानाख अवकाश है ओर ॐ * इसका ad oe ae समूह M है । 
उपसेटों की सिलिडरी ०-बीजावली है और (X, ए*) पर समस्त ice k || ४ पर मानक हैं। 
हेम * पर Xx के मान को (x, x*) द्वारा प्रदर्शित करते हैं और माना ` 
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परिभाषा 2. 


प्रत्येक ८ ६ M के लिए अभिलक्षण फलन (so Go) /(9) को X पर 


(79९४0 [—(Rx, y)]= ४०० >) du(x) 2 
(2.) 
के द्वारा परिभाषित किया जाता है। pe X* यहाँ पर R अनुण संमित संतत रैखिक आपरे 

` में il रंटर्‌ 
X* से X** में और वितरण का सहप्रसरण आपरेटर कहलाता Š । BO 


परिभाषा 2.2 


माना कि F % पर नितांत सान्त मापों का एक अनुक्रम है | हम कहेंगे कि F, giat अर्थ में 


f; > F. * F 
अभिसरण करता है F, में (FSF) यदि किसी वास्तविक चर के समस्त 


बद्ध संतत फलनों 
तथा समस्त रैखिक फलनों ८») के लिए नों / के लिए 


Ss IEG) 4F,—[, f (E(x)) dF 


(2.2) 
यदि &, &, ..,, £, X पर कोई K रैखिक फलन हों और यदि Ak बोरेल सेट है जो युक्लेडियत 

अवकाश Re में है तो 
A={x]E (x), ..., हत) € Ag} (2.3) 


एक सिलिडर सेट है | संकेतनों को सरल करने की हृष्टि से हम लिखेंगे 


ईच्च e= en Ez, ... क 
तथा ५ x ; 


A=" (A,) 


हम दो प्रकार के सिलिंडर सेटों की ०-बीजावली पर. अपना ध्यान केन्द्रित करेंगे š या तो 
(2.2) के समस्त सिलिडर Bai वाले होंगे जो k के ह, रै i I 
हय जा £ के समस्त मानों, रैखिक फलनों के समस्त सेटों तथा 


aS ee सेट 4 के लिए परिभाषित होंगे अथवा विकल्प रूप में रैखिक padi के एक समुच्चय हम 
हाय जी कि परिभाषा में पाये जाते हैं और वे एक दिये हुये अनुक्रम 


$ $>, ... Phy ... (2.4) 
के सान्त सेट तक सीमित 


होगे जो मानक एक के न आट निया एक Ses 
में सघन होंगे ओर ऐसे हों एक के रैखिक फलन होंगे और त्रिज्या एकके गो 


गे कि इनकी कोई भी सान्त संख्या रैखिक रूप से आश्रित है । 


किसी दिये रैखिक फलन £ तथा वास्तविक. घन संख्या a के. लिए हम लिखेंगे- 


26 a)= lim sup F, (x/Je(x)|>a) - ` 
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š | कहेंगे कि अनुक्रम (Fo) प्रतिबन्ध (4) की तुष्टि करता है यदि हम प्रत्येक ८:0 के लिए एक OMe | 4 
कर सके जो £ से स्वतन्त्र हो जिससे कि ४ 
K(é, a)<e 


समस्त é के लिए |IEIl=! सहित । तब हमें परिभाषा 2.2 की निम्नलिखित वैकल्पिक परिभाषा aa 


| प्राप्त होगी 
| परिभाषा 2.3 
| अनुक्रम {Fn} दुबेल रूप से 7 में अभिसरण करता है यदि यह प्रतिबन्ध (4) की पूर्ति करे और यदि 


NICE) aF,— fx f(é(x)) aF 


जो (2.3) के समस्त सान्त संचय तथा एक वास्तविक चर के समस्त वद्ध संतत फलनों f के लिए हो । 


परिभाषा 2.4 


यदि F X पर कोई पूर्णतया सान्त माप 
प्रकार से परिभाषित किया जाता है 
pae(F)=eF* [FFF 


— 


हो तो इससे संबद्ध वितरण p=e(F) को निम्नलिखित 


स्पष्ट है कि 
p= (F), Y=) dF] 


परिभाषा 2.5 


sx या ), ८ M विद्यमान 
वितरण p ao वि० होता है मदि समस्त ८ के लिए 5८० a. T: 


जिससे कि 


n 
p= ॥ Xn 


पार्थसारथी ने! निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध किये हैं | 


प्रमेय 2.4 
U 


Saui अधे समह बनाते हैँ। | 
; अ० fao नियम समस्त वितरणों के मध्य एक AS उप मुह्‌ ye 


_ प्रमेय 2.2 aa 
. यदि p(y) किसी ate वि० नियम # का अः Ge हो तो uy) IA नही 


प्रमेय 2.3 


= यदि और केवल यदि ८८/(/ 


)->/८())- 
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उपपत्ति अः 
यह प्रमेय परिभाषा (2.2) का प्रत्यक्ष परिणाम है क्योंकि exp ix, y) Ye X* का 
AEG) है जहाँ / एक वास्तविक चर का बद्ध संतत फलन हैं और E एक रेखिक फलन है | ES 
प्रमेय 2.4 š 
8 


माना (#,) नितान्त सान्त मापों का ऐसा अनुक्रम है कि अतिबन्ध (4) की तुष्टि हो । तब 


Sup | |x]! <! |2||१ dF,,< co 


उपपत्ति 


हम कल्पना करते हैं कि प्रत्येक {F} इकाई गोलक के बाहर लुप्त हो जाता है क्योंकि अन्यथा 
म F, के बजाय गोलक के F, z F ते हैं F,+F 
हुम Fn के बजाय इकाई गोलक के /% प्रतिबन्ध पर विचार कर सकते Š | माना M,=F, +E. हम 


दिखावेंगे कि M, समान रूप से बद्ध Š | हम कल्पना करते हैं Mn का कुल द्रव्यमान एक पूर्ण संख्या है। 
= x Do 9 k ü) l. 
अन्यथा माना कि Mi=M, +M, जहाँ M, संमित है कुल समाकल द्रव्यमान के तथा M. 


का कुल द्रव्यमान इकाई से कम है अतः 


) 


(2) 
Wel < il ||| [e dM, < l 
एवं यह प्रदर्शित कर देना पर्याप्त है कि 


0) 
Sup Í ixl] < ji | |x| |? dM, < ०० 


ठ (0) 
चूंकि ॥४, का कुल द्रव्यमान एक पूर्णाक है, मान लो कि K, तो 


(i) 
44, = Fr, a En हर Enin 


जहाँ 7, क्योंकि 3], 2, ..., K, इकाई गोलक में संमिति सम्भाव्यता परिमाप हैं । 
माना कि 


n=, Fn, १००१ Enkn 


9. Fay afi = 
चू कि प्रत्येक Fy संमित है और शून्य प्रत्याशा वाला है अतः 


K, 
fil शि = 2 | lx? दच fie dM, 
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अतः यह दिखाना पर्याप्त होगा कि 


sup [|| din <eo 


किसी भाषित हो क संहति सेट S. प्राप्त कर 
आ सी ८>0 पर परिः हो तो हम एक संह x 
>5 माप # X पर और फिर किर 
यदि ATS 
सकते हें जिससे कि 


p(X --S_)<E 


अतः यह दिखाना पर्याप्त होगा कि 
2 du<oo 
|. Wata, 


मानाकि ‡ कोई रैखिक फलन है और यदि हम लिखें कि 
te a= ixl ECONA 


माना T=sup | f) | 
t 


तो ६ ऐसा चुनाव a होवे कि 
sup PEs, a) <E|T 
जिससे सकते हैं जिससे कि |£7- 795० AE 
š के लिए से हम 9 ज्ञात कर स 4 Be 
अब f(t) संतत है |!| ao g अब $ को ऐसा चुनें कि leel <| और निज नळ š 
| i a a <i अब n=l] fad । ॥ एक रेखिक फलन है जिसव 
= x f i 
जिससे कि |n(y) < mO) अतः 
Em a C Ema 


और चूंकि प्रतिबन्ध (4) की पूति होती हैं 
bn (Ens a) <E|T 


Bn (En a) <EIT 


Sha (टिक a) < E|T 
aon 
sa g ape Uaa @ 9 TN 
pn (SƏ<3E|T 


इस प्रकार प्रमेय सिद्ध हुई \ 
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3. मुख्य परिणाम 


प्रमेय 3.7 


मानाकि प्रत्येक n के लिए /, (F) के रूप में हो जहाँ ee 

` n sO SS जहां F, पूर्णतः सान K 
2 9 ° u ताट जाता 
a * Se जो कतिपय उपयुक्त चुने तत्वों X, e X के लिए Ë | हम यह भी कल्पना करते 
बढ़ रहा है तो Fy एक माप F तक बढ़ता जाता है जो ०-सान्त 


हैं वि 
हे pad ह किक, 
रहा हो सकता है किन्तु मु : 
परिवेश के बाहर सान्त mania देता है जिसके लिए N 


ल विनु के प्रत्येक 


[| <] ||x||?2 dF< co 


इसके अतिरिक्त 
HO) =exp (७, 3) + Jk(x, y) dF] 
जहाँ | 
k(x, y)=ei*, 9) — Tae 
TW 
और % स्थिर तत्व है X का । 
उपपत्ति 
माना An(y)=exp [fk(x, y) dEn] 
अब 
2 
A k(x, y) dF,= k F F, 
| Stier © कक Spay HOD ah 


माना कि En क £ है तव F मलविद के प्रस z 
४ की सीमा F है तव F Jalg के प्रत्येक परिवेश के बाहर सान्त होता है और 


fix < [PIP dF<a 
af 


Š 


HO sz PI ड 249] 


7R We K(x, y) cE k(x, y) dF | ->0 ज्यों-ज्यों #२० i 
यदि कक.” 3 sim 


K(x, y)< fet; ») — — U(x, 7) eae 
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<š (x, y)*+ (x, 2) ell 


33 fell? MIE lll 

I 

| अतः 

| sup ॥ 2] ts 3) dF, < KOs”) 4 |>0 ज्यों-ज्यों no 
| Es |१७(7) -१(9)|-२० sai-sai > ०० 

| 

| बन 


तथा प्रमेय सिद्ध हुई | 
| प्रमेय 3.2 


माना p(y) एक फलन है जिसका रूप 


p(y)=exp [Jk(x, y) dF] 


एक ०-सान्त माप है जो इकाई गोले के बाहर सान्त द्रव्यमान प्रदान करती है जिसके लिए 


Í iis I Re 


तो u(y) Ho वि० नियम का अ० Tog | 


उपपत्ति 


प्रतिबंध है £ का Nn तक । माना कि 


SE 


a (y)=exp (k(x, y) १७४] 
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अब निम्न रूप के फलनों पर विचार करेंगे 
YY) = iro, 2)- (Rx, y) + JKC, y) dF 
जहाँ F प्रमेय 3.2 में परिभाषित F के समान है । | | F 
प्रमेय 3.3 | 
प्रत्येक ८८ Ho वि० अ० Wo है । 
उपपत्ति 


हमें ज्ञात है कि 
९४3३९४७ [00 7) - (Rx, y) + Jk(x, y) dF] 


=exp [i(xo, y)—(Rx, y)] - exp [Jk(x, y) dF] 
अतः प्रमेय 3.2 की दृष्टि से यह दिखाना पर्याप्त होगा कि [i(xo, y)—(Rx, y)] Ho वि० है । अब हम 
A(y)=exp [i(xo, y) - (Rx, 2)] 


पर विचार करे तो [(%, y)—(Rx, y)] Ho Fo का लाग है और उसी तरह॒)॥% (७७ y) 
—(Rx/n, y)] Ag=AU" के संगत है । अतः यदि /((9)--८४ तो u(y) TAHA है तो ao वि० Ao Fo 
का अतः यह स्वयं अ० fao Š | 


प्रमेय 3.4 


* 
माना y=(x y)+i(Rx, y) यदि y,—y तथा F,=F तो ७७-२४. 


विलोमतः यदि J,—g मूलविदु पर संतत हो तो yoy तथा F,=F जिससे कि g=. 


तत : चू कि 


हक 


= JIE) dF, J f(E(x)) dF 
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Sk(x, y) dF n> Jk(x, y) dF 


ü = F,= F 


| iyn=Yn— fk, y) dF, 
| —g— Ík(x, y) dP=ty. 
| इस प्रकार प्रमेय सिद्ध हुई । 


| प्रमेय 3.5 (निरूपण) 
| ao वि० Ho Ho का परिवार ८४ रूप वाले Ao Fo परिवार से संपाती होता है । 


उपपत्ति : प्रमेय 3.3 से प्रत्येक ०” अ० वि० Ho Fo Š! 

विलोमतः माना कि p(y) अ० वि० Ho Go वितरण # के संगत है तो 
w एच २ Xn 
=A ॐ Xn» १४८ 


= u(y)=2(y) ० [४४४७ >>) du 


=A(Y) . exp [Rx ¥)] 
[परिभाषा 2. से] 


` अव गेडेत्कोण के अनुसार हम लिख सकते हैं कि 
: log(y)= lim nA) l) 


lm nff(e 2D) dM] 


n>? 


जहाँ M, पूर्णतः सान्त माप है जो १५ से सम्बन्ध An=e(M,,) ERT जुडी है 


4 i(x,y)n M. 
a =i [fr el 
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अतः 


Jog Ay)= lim | FE 2i amat | 200 am, | 
n ' 


aim | drat [kG म] 


2 | et dF+ | k(x, y) dF | 


* 
जहाँ dF,,=n dM, तथा F,=F. 


अत: 
(IY) p (ies, D dF 
log Ho) =| जा (227) KE 00000 
=कोई ४ ee ZN 
d 4 = a 
इस प्रकार प्रमेय सिद्ध हुई । हैं 245400 
š y Wr ` ; ६ Foe we 
प्रमेय 3.6 धि क a 
के gree ` Pe 
४ तथा युग्म (५, F) के मध्य एक-एक की संगति है | Pam 


LY उपपति 


परिभाषा के अनुसार प्रत्येक (५, F) से / निर्धारित होता है । विलोमतः प्रमेय 3.3 W ev o 
To है । अतः विलोभन सुत्र से वितरण ८ निर्धारित होता है और चूँकि =०(#) भतः अपनी पारी | 
में यह F को निर्धारित करता है। अन्त में Fan ५ से v निर्धारित होता है और प्रमेय सिद्ध हो. 
जाती है । | 


- निर्देश 


]. चौरसिया, ए० arto, विज्ञान परिषद ago पत्रिका, ।977, 2, 47-57 

2. वरधन, एस० Alo Ugo, Heat, 962, 24 

3. पार्थसारथी, के० आर०, Probability Measures on Metric Spaces एकेडमिक प्रेस, 
स्यूथार्क 968 | 

4. Am, बी वी०, Probability Theory, मीर प्रकाशन, मास्को, ।973, Jo 27] 
वैद्य, एम०, संख्या, 963, 30 


लोएवे, एम०, Probability Theory, वान नास्ट्रांड, न्यूयार्क, 963 


(0-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


ú 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


[° | 
री | 
हो | 
| 
a, 


CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


| SSIS CS 


_ __— a m tr sai F 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


CC-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


ee 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


७ 0-0. In Public Domain. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


DT हि U oe Oe  । 


